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摘要

黑洞微扰论作为广义相对论的重要理论延伸，自 1957年奠基已有 68年的发展历史。对

这一领域的研究不仅加深了人们对广义相对论和时空本质的理解，更为引力波探测提供了关

键的理论支撑。特别值得指出的是，对于不同引力波源，如恒星级双黑洞并和后的铃宕（ring-

down）波形与极端质量比旋进（EMRI），其波形都可以通过 Kerr时空一阶微扰的 Teukolsky

方程进行计算。

最近的研究表明，吸积盘动力学过程可使恒星级双黑洞迁移至数倍于超大质量 Kerr黑洞

引力半径处，形成双星-极端质量比旋进（b-EMRI）系统。此类系统具有独特的双频引力波辐

射特征：既保留 EMRI系统的低频信号，又叠加了恒星级双黑洞本身产生的高频引力波信号。

更值得关注的是，双黑洞在超大质量黑洞附近的强引力场中会表现出十分丰富的相对论性三

体动力学现象，且有研究表明双黑洞可以作为“音叉”，共振激发起超大质量黑洞的准正则模。

这些复杂特性使得 b-EMRI成为多波段引力波天文学的重要研究对象，并被正式列入空间引

力波探测 LISA计划的关键目标波源。尽管多个天体物理模型预测了 b-EMRI系统的存在，但

由于其复杂的三体动力学和强相对论效应，这类系统的精确波形建模仍面临重大挑战。

为构建 b-EMRI系统的精确波形模版，本文首先系统性梳理了黑洞微扰论的理论框架：回

顾了 Regge-Wheeler-Zerilli方程，Newman-Prenrose标架，Teukolsky方程，Chandrasekhar变换

与 Sasaki-Nakamura变换以及准正则模理论等在 EMRI波形计算中十分重要的理论成果，并对

它们之间的深刻关系展开了详细的讨论，以助于我们更好地理解和运用这些理论。继而，基

于 Kerr 时空测地线解析解，完整重构了 EMRI 波形计算框架，包括：静态无演化波形快照

（waveform snapshot）的计算方法、辐射驱动轨道演化下的波形计算，为构建 b-EMRI系统的

波形奠定数值计算的基础。

随后，本文利用 b-EMRI系统的层级式特点，将双黑洞的内轨道的运动通过一系列坐标

变换转化为超大质量黑洞时空的全局轨道运动。这一转化使我们能够运用黑洞微扰论同时计

算：（1）其作为 EMRI产生的低频引力波；（2）双黑洞内轨道与背景时空耦合产生的高频引

力波。当双黑洞的间距趋近于零时，我们的计算自然地退化为标准 adiabatic近似下的 EMRI

波形。特别地，我们发现当双黑洞内轨道频率与超大质量黑洞准正则模频率匹配时，由耦合

模式产生的引力辐射将被极大地增强，这一点前人工作中发现的“恒星级双黑洞可以共振激

发超大质量黑洞准正则模”的论断。这些丰富的信息会影响 b-EMRI系统的波形和轨道演化，

使得它与标准的 EMRI波形产生显著的区别，能够在引力波数据处理中被识别出来。
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北京大学本科生毕业论文 摘要

最后，本文还探讨了 b-EMRI工作的两个后续进展：（1）b-EMRI在远场或即将落入超大

质量黑洞时的波形计算困难，以及随着产生的对 Sasaki-Nakamura方程的应用拓展；（2）恒星

级双黑洞自身辐射的引力波被超大质量 Kerr黑洞散射的问题。这些理论进展不仅深化了我们

对 b-EMRI系统辐射机制的理解，更提升了 b-EMRI作为多波段引力波源的研究价值。

关键词：黑洞微扰论；极端质量比旋进；相对论性三体问题；引力波波形建模
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Abstract

Black hole perturbation theory (BHPT), as a pivotal theoretical extension of general relativity,

has evolved for 68 years since its inception in 1957. Research in this field has not only deepened

our understanding of the essence of spacetime but also provided critical theoretical foundations for

gravitational wave detection. Notably, the Teukolsky equation - the first-order perturbation equation

of Kerr spacetime - serves as a powerful tool for modeling gravitational waveforms from diverse

sources, including the ringdown signals of stellar-mass binary black hole (BBH) mergers and the

radiation of extreme-mass-ratio inspiral (EMRI) systems.

Recent astrophysical studies reveal that accretion disk dynamics can drive stellar-mass BBHs to

regions within a few gravitational radii of a Kerr supermassive black hole (SMBH), forming the so-

called binary extreme-mass-ratio inspiral (b-EMRI) systems. These systems exhibit distinctive dual-

frequency gravitational wave signatures: low-frequency due to its EMRI nature and high-frequency

components from the binary’s inner orbital motion. Of particular significance are their rich relativistic

three-body dynamics in strong-field regimes. Previous study also shows that the small binary can act

as a “tuning fork” that resonantly excites the quasi-normalmodes (QNMs) of the SMBH,while nonlin-

ear interactions between orbital parameters and radiation reaction further complicate the dynamics.

These features makes b-EMRIs a very important multi-band gravitational wave source, which has

been formally incorporated into the targets of Laser Interferometer Space Antenna (LISA). Although

predicted by several astrophysical models, b-EMRIs pose a challenge in waveform modeling due to

their complex three-body dynamics and strong relativistic effect.

To construct a comprehensive waveform model for b-EMRIs, we need a deep understanding of

the theories behind the phenomena. Therefore, we systematically studied the theoretical framework of

BHPT including the Regge-Wheeler-Zerilli equation, Newman-Penrose tetrad, Teukolsky equation,

and their transformations (Chandrasekhar and Sasaki-Nakamura transformations). Built on analytical

solutions of the timelike Kerr geodesics, we review the EMRI waveform computation method includ-

ing non-evolving waveform snapshots and radiation-driven adiabatic waveforms, thereby laying the

numerical foundation for b-EMRI waveform modeling.

Taking advantage of the hierarchical nature of b-EMRIs, we perform a series of coordinate trans-

formations tomap the inner orbital dynamics in its free-fall frame onto the global spacetime of theKerr
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SMBH in Boyer-Lindquist coordinates. This allows us to use BHPT to calculate the two gravitational

wave components: (1) low-frequency radiation due to its EMRI nature and (2) high-frequency mod-

ulated signals generated by the inner motion of the small binary. When the inner binary’s separation

vanishes, our calculation recovers the standard relativistic adiabatic EMRI waveform. Furthermore,

by including the high-frequency perturbation, we find a correction to the waveform as large as the

adiabatic order when the frequency matches the QNMs of the SMBH, therefore supporting the earlier

proof-of-concept study claiming that the small BBH can resonantly excite the QNMs of the SMBH.

These incredible features enable us to distinguish b-EMRI form standard EMRIwaveforms, providing

critical identifiers for gravitational wave data analysis.

Finally, we introduce two key extensions of the b-EMRI problem: (1) waveform computation

challenges in the near-horizon regime and far-field regime, resolved through transferring to the Sasaki-

Nakamura formalism, and (2) scattering of the small binary’s own gravitational waves by the Kerr

SMBH. These advancements not only deepen our understanding of b-EMRI radiation mechanisms

but also enhance the value of b-EMRI itself as a multi-band gravitational wave source.

Key Words: Black hole perturbation theory; extreme-mass-ratio inspiral; relativistic three-

body problem; gravitational waveform modeling
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第一章 引言

1. 引力波领域近期发展概况

自 1915年 Einstein提出广义相对论（General Relativity，GR）以来 [1]，人类对这一理论

的探索从未停止。1919年，由 Eddington所组织的对日食期间太阳引力导致周围光路偏转的

观测结果，在误差范围内完全符合广义相对论的预言 [2]，这使得广义相对论逐渐开始被人们

接受。引力波（GravitationalWave，GW）是广义相对论的另一个直接预言，它是物质加速运

动所产生的时空扰动，因此也被形象地称为时空涟漪1。

图 1.1引力波谱及对应的波源与观测方式

2015年 9月 14日，在广义相对论提出的 100年后，位于美国的激光干涉引力波天文台

（Laser InterferometerGravitational waveObservatory，LIGO [4,5]）首次直接观测到了双黑洞并

合事件产生的引力波信号 [6,7]。过去十年间，引力波探测方面的突破性进展不仅推动了致密

天体物理、相对论天体力学等领域的理论革新，更孕育出多信使天文学框架下的引力波天文

学，其学科体系已涵盖数值相对论模拟、引力波源建模、引力波数据分析、电磁对应体协同

1对引力波领域的前期发展和历史感兴趣的读者可以参考 [3]。
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观测等多元化的研究方向。

地基引力波探测的突破性成果为空间探测奠定了基础，促进了以激光干涉空间天线（Laser

Interferometer Space Antenna, LISA）[8, 9]为代表的空间引力波探测计划的发展。由欧盟主导

的 LISA计划与中国的“太极”[10]、“天琴”[11,12]协同发展，均计划于 2030年代完成在轨

部署并开展科学观测。不同于地基观测的 10 − 103Hz频段和脉冲星计时阵列（Pulsar Timing

Array，PTA [13–16]）的纳赫兹频段，空间引力波探测将实现对 10−4 −10−1Hz频段的观测，填

补引力波频谱中的关键空缺（见图 1.1），为研究大质量双黑洞（M ∼ 106M⊙）并合、极端质

量比旋进 (Extreme-Mass-Ratio Inspiral，EMRI [17,18])、银河系内双白矮星及随机引力波背景

提供全新观测窗口。

2. 极端质量比旋进（EMRI）

在上述引力波源中，EMRI由于其信号的复杂性和包含物理信息的多样性，被认为是空间

引力波探测中检验引力理论的“黄金探针”。它由一个恒星级黑洞环绕超大质量黑洞（SuperMassive

Black Hole，SMBH）所构成。其复杂的动力学效应构建的 17维参数空间 [19]，为验证克尔

（Kerr）度规提供了精密检验平台（见图1.2）。通过监测小黑洞落入超大质量黑洞前约 1/ε个

周期（ε ∼ 10−6 − 10−4为质量比）引力波相位的变化，我们能够精确追踪在这一时段内小黑

洞轨道随引力辐射的演化。在这一过程中，任何微小的动力学扰动（如气体摩擦或暗物质晕

引起的环境效应）或时空度规对 Kerr解的偏离都会被放大 104 − 106 倍，并最终编码在引力

波的相位演化中。为了在未来的探测中成功识别 EMRI信号并精确区分不同物理效应的影响，

必须发展高精度的 EMRI波形模板库。

在过去的三十年间，EMRI波形计算研究取得了显著进展。就超大质量黑洞及其周围的动

力学而言，研究已从最初的史瓦西（Schwarzschild）时空拓展至更符合实际的Kerr时空；轨道

计算从简单的赤道面圆轨道（e = 0, ι = 0）发展到包含椭圆轨道（e ̸= 0）和倾斜轨道（ι ̸= 0）的

更普遍情形；演化模型也从静态轨道逐步完善，先后纳入了一阶引力自力（Gravitational Self-

Force，GSF）效应和更精确的二阶 GSF修正 [19,22–32]。在小黑洞建模方面，研究已从最初

的 Schwarzschild黑洞（无自旋）拓展至更普遍的 Kerr黑洞（含自旋），其引入的修正效应在

量级上与二阶 GSF相当 [33–48]。

然而，在数据处理过程中，我们需要在有限时间内生成数以千万计的波形模板，因此计

算效率成为衡量模板质量的关键指标之一。随着更多高阶效应被纳入模型，数值模拟所需的

计算资源和时间显著增加。对比表明，某些引入的高阶效应带来的修正量已经小于环境效应

造成的影响，这促使部分研究者将重心转向各类环境效应对 EMRI波形的调制作用 [49, 50]。

10



北京大学本科生毕业论文 第一章 引言

图 1.2 EMRI系统示意图。左图出自 Berry et al., 2019 [20]，展示了 EMRI系统中小黑洞轨道的复杂性；右

图出自 Drasco & Hughes, 2006 [21]，展示一个典型 EMRI波形的特征。

3. 双星-极端质量比旋进（b-EMRI）

3.1 动力学成因

对超大质量黑洞周围动力学过程的最新研究表明，EMRI系统中的环绕天体可能并非单

一小黑洞，而是一个双黑洞（Binary Black Hole，BBH）系统，如图1.3。这类双黑洞可能通过

以下两种机制被超大质量黑洞俘获：1)近距离潮汐相互作用 [51, 52]；或 2)当超大质量黑洞

位于活动星系核 (Active Galactic Nucleus，AGN)内时 [49, 53–55]，通过吸积盘输运至超大质

量黑洞附近。在这个层级式三黑洞（hierarchical triple）系统中，恒星级双黑洞通常被称为“内

轨道双星”(Inner Binary，IB)，而由内双星与 SMBH组成的系统则称为“外轨道双星”(Outter

Binary，OB)。由于该双黑洞系统正螺旋坠入超大质量，整个系统现被称为”双星-极端质量比

旋进”(binary-EMRI，简称 b-EMRI) [52, 56]。

尽管目前尚缺乏确凿的观测证据支持 b-EMRI的存在，但有研究指出，LIGO和 Virgo探

测器在第三次观测运行中发现的 GW190521 事件 [57, 58]，可能源自超大质量黑洞附近的双

黑洞并合。该事件涉及迄今探测到的最重双黑洞系统之一，其最终质量约 150 倍太阳质量

（150M⊙），远高于银河系 X射线双星中发现的典型黑洞质量 [59,60]。如此高的质量可以通过

引力波信号在超大质量黑洞附近强引力场中产生的红移效应来解释 [61]。此外，兹威基瞬变

设施（Zwicky Transient Facility，ZTF）报告了可能的伴随活动星系核耀发 [62]，对该耀发的

进一步分析表明 GW190521可能来源于该活动星系核的吸积盘 [63]。

11



北京大学本科生毕业论文 第一章 引言

图 1.3 b-EMRI系统示意图，图片出自 Chen & Han 2018 [52]

3.2 研究现状及挑战

在天体物理环境中形成 b-EMRI的可能性，促使学界对这一特殊引力波源的波形开展了

大量研究。现有研究方法主要可分为两类：

第一类方法以孤立恒星级双黑洞波形为基础，通过叠加相对论效应来考虑邻近超大质量

黑洞的影响 [64]。目前已研究的效应包括：

1. 多普勒与引力红移效应 [65–70]；

2. 双黑洞高速运动导致的波形畸变 [71, 72]；

3. 超大质量黑洞引力透镜效应（几何光学近似 [69, 73]与波动光学近似 [74]）。

然而，这些研究均未考虑外双星的引力辐射，即这个系统作为 EMRI本身的信号。

第二类方法以标准 EMRI 系统为基础，将其中单个恒星级黑洞替换为双黑洞系统。其

基本思路是将该双黑洞建模为两个相互绕转的质点，其质心再绕超大质量黑洞运动，并基于

Teukolsky方程计算引力波形，如 Cardoso 2021 [75]。近期，Jiang 2024 [76]采用另一种方法，

将 b-EMRI中的双黑洞视为具有自旋及其他有限尺寸效应的质量分布，评估了其波形与标准

EMRI系统的可区分性。该方法基于Mathisson-Papapetrou-Dixon（MPD）形式 [77–82]——该

体系已广泛应用于描述 EMRI中小黑洞的自旋效应。若通过多极展开将两个绕转质点相对于

参考世界线的能动量分布“骨架化”，则可更清晰地建立该方法与 MPD 形式的关联。该方
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法的扩展版本已被用于研究“dirty-EMRI”系统（更一般性的环境效应） [50]。此外，Meng

2024 [83]通过改进“Numerical Kludge”（NK）波形模板来模拟 b-EMRI的引力波信号。

在 b-EMRI波形建模中，仍存在两个未解决的问题：首先，现有研究将小黑洞的运动轨

迹简单处理为内、外轨道代数叠加 [75,83,84]。这种处理虽直观，但在相对论性运动范畴并不

成立。当考虑以下相对论效应时：1）狭义相对论效应（如内双星高速运动）；2）广义相对论

效应（如时空弯曲），从内双星质心（Center of Mass，CM）参考系观测到的圆形内轨道，在

无穷远观测者看来将发生畸变。因此，必须建立严格的坐标变换以完整计入上述相对论效应。

第二个问题在 Cardoso 2021 [75]中已部分涉及——小双黑洞的内轨道运动可能产生与超

大质量黑洞的准正则模（Quasi-NormalMode，QNM [85]）频率相近的扰动。根据黑洞微扰论

的预测，此时 IB可共振激发超大质量黑洞的本征振动 [75]，但该效应要求对扰动源 IB进行

精确处理。例如，在 Jiang 2024 [76]未观测到 QNM的共振激发，因其忽略了扰动源的高频模

态。该研究中恒星级双黑洞更接近并合阶段，其内轨道频率较高，可能超出 QNM的激发范

围。需将研究拓展至双黑洞距离较远的情形，才能有效识别 QNM激发效应。

3.3 本文的 b-EMRI模型介绍

近期关于 b-EMRI的动力学模型在同时描述内双星与外双星演化方面取得重要进展 [86–

89]。其核心方法是选择内双星质心自由落体坐标系（Free Fall Frame，FFF）进行计算。在该

自由落体坐标系中，根据等效原理，双黑洞系统的演化主要受其自引力支配。通过从 FFF到

Boyer-Lindquist（BL）坐标系的变换 [90–92]，原则上可获得两个小黑洞绕超大质量黑洞的运

动轨迹。我们可分离出由内双星运动产生的高频轨迹分量，并评估其对超大质量黑洞准正则

模的激发效应。基于此框架，我们构建了相对论性 b-EMRI波形模型。

标准 EMRI模型采用多尺度（或双时标）展开方法 [48,93–95]。在该框架下，波形精度由

相位展开阶数决定。如 Hinderer & Flanagan 2008 [93]中所示，平均波形相位在小质量比极限

下具有如下展开式：

ϕ = ε−1ϕ(0) + ε0ϕ(1) + O(ε). (1.1)

首项称为“adiabatic”阶，后续 n阶修正项标记为“post-n-adiabatic”（nPA）阶2。为简化讨论，

2当前学界对“adiabatic”存在多种译法：热力学领域多译为“绝热的”或“准静态的”；分析力学中的“adiabatic invariance”

标准译名为“渐浸不变量”。在 EMRI轨道演化语境下，传统译法“绝热近似”（adiabatic approximation）及“后绝热”（post-

adiabatic）未能准确体现其物理本质——该术语实际描述的是轨道沿密切 (qiē)测地线（osculating geodesic）的缓变演化特性，

与双时标展开（two-timescale expansion）的数学框架严格对应。基于三点考量：1）物理内涵精确性：“准静态”更贴合轨

道参数缓慢演化的动力学特征；2）术语一致性：避免与热力学“绝热过程”产生概念混淆；3）学术严谨性：当前中文译名

尚未形成统一标准。本文决定保留英文原词“adiabatic”及“post-adiabatic”，不作翻译处理。相关术语将统一标注为：0PA

（adiabatic order）；nPA（nth post-adiabatic order）
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本文暂不考虑轨道共振引入的 ε−1/2, ε1/2等半整数阶修正。对于 EMRI参数估计，1PA精度模

型已能满足需求 [9, 95]。

本文建立的 b-EMRI模型中，区别于常规 EMRI的特征相位项具有 (d/M)2ε−1 标度关系

（d为内双星轨道尺度）。对于内轨道，我们使用牛顿引力近似（这要求 d足够大，从而内轨

道的相对论效应可以忽略），同时要求内轨道不至于被超大质量黑洞潮汐瓦解（这设置了 d的

上限）。综合考虑下，在我们的 b-EMRI模型中 (d/M)2 ≈ ε，这意味着双黑洞内轨道效应实

际等效于 1PA阶修正。然而，我们发现当内双星轨道频率与超大质量黑洞准正则模频率共振

时，b-EMRI相位修正量可达 ϕ(0)，即“adiabatic”阶，因此将对波形的相位产生显著的影响。

4. 本文的结构

在第二章中，我将系统阐述 EMRI及 b-EMRI波形计算的理论基础——黑洞微扰论（Black

Hole Perturbation Theory，BHPT），具体包括：1）黑洞微扰论的历史概况；2）Schwarzschild

时空中的 Regge-Wheeler-Zerilli形式体系；3）Newman-Penrose标架理论；4）Kerr时空下的

Teukolsky方程；5）Schwarzschild时空的 Chandrasekhar变换与 Kerr时空的 Sasaki-Nakamura

变换；6）黑洞的准正则模理论。

在第三章中，我们将详细论述 EMRI波形的计算方法，重点涵盖：1）Kerr时空中任意轨

道（generic orbit）测地线方程的解析求解；2）静态波形快照（waveform snapshot）的计算方

法；3）基于 Self-force理论和 adiabatic近似的演化波形计算方法。

在第四章中，我们将正式开展 b-EMRI波形建模研究，主要内容包括：1）相对论性三体

系统动力学与小黑洞轨迹求解；2）基于标准 EMRI波形的 b-EMRI特征修正；3）通过辐射

反作用（radiation back-reaction）引入 adiabatic近似下的轨道演化和数值计算的设定。

在第五章中，我们将重点分析研究成果：1）b-EMRI波形特征可视化；2）超大质量黑洞

QNM激发对波形的调制效应和对轨道演化的影响；3）与现有理论模型的对比分析；4）系统

稳定性及模型有效性的评估。

在第六章中，我们将展望后续研究方向：1）Teukolsky方程远场源发散问题的正规化及

Sasaki-Nakamura形式的应用拓展；2）Kerr黑洞对引力波的散射。

在第七章中，我们将总结全文，并阐述前面每一章之间的联系与意义，同时还会说明本

人对这篇论文的个人定位。

除非特殊说明，本文采取几何单位制 G = c = 1。
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第二章 黑洞微扰论简介

本章内容主要出自本人在 2023-2024年间学习黑洞微扰论时的笔记与组会讲稿的整理。

1. 历史回顾

在深入探讨黑洞微扰论之前，我们先考察一个更简单的案例。假设一个具有能量E的粒子

被束缚在一维势场 V (x)中。若该粒子在位置 x0处达到平衡，即满足 F (x0) = −∂V

∂x

∣∣∣∣
x=x0

= 0，

则可通过判断
∂2V

∂x2

∣∣∣∣
x=x0

> 0来确定该平衡点的稳定性。从微扰的角度来看，我们对粒子能量

施加微小扰动 δE，观察系统在此扰动下的演化行为：若粒子在 x0 附近作简谐振荡，则称该

系统在 δE 扰动下是稳定的。

回到我们的主题。在广义相对论框架下，我们所微扰的对象是时空度规 gµν（metric per-

turbation），扰动源记为 δperturber。因此我们可以进行各种各样的泰勒展开，下面是一些具体

的例子：

• 后牛顿理论 (Post-Newtonian，PN)：基于闵可夫斯基时空，按 c−2幂次展开

• 后闵可夫斯基理论 (Post-Minkowskian，PM)：基于闵可夫斯基时空，按牛顿引力常数G

的幂次展开

• Schwarzschild微扰论 (Schwarzschild perturbation)：基于 Schwarzschild时空，按微扰质

量 µ的幂次展开

• Kerr微扰论 (Kerr perturbation)：基于 Kerr时空，按微扰质量 µ的幂次展开

• 宇宙学微扰论 (cosmic perturbation)：基于 FLRW时空，按密度涨落 δρ的幂次展开

在讨论黑洞微扰理论时，我们主要关注描述黑洞的时空度规 gµν，即 Schwarzschild和 Kerr度

规（暂不考虑修改引力中的各种度规）。如图2.1所示，不同的微扰论和展开方法有各自的适

用范围和优势区间。

1957年举办的教堂山会议（Chapel Hill Conference）在引力物理学史上具有里程碑意义，

标志着该领域的复兴。从这一重要学术会议召开，直至 1972年 Saul Teukolsky成功推导出Kerr

时空一阶微扰方程的十五年间，学界对黑洞微扰论的研究取得了系统性突破与深化发展。现

对这一关键时期（1957-1972）的重要理论进展梳理如下：
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图 2.1 左图是不同质量比和轨道距离的双致密星引力波源所适用的波形计算方法。右图是典型恒星级双

黑洞并合事件的过程，其中 inspiral 阶段的波形一般用后牛顿展开计算，merger 阶段用数值相对论模拟，

ringdown阶段可以用黑洞微扰论给出的准正则模很好地描述。

• 1957 Tullio Regge和 John Wheeler利用球谐展开方法，推导出 Schwarzschild时空中的

奇宇称微扰方程 [96]。

• 1962 Ezra Newman和 Roger Penrose建立了描述 type-D时空的零标架形式体系 [97]。

• 1963 Roy Kerr推导出了描述旋转黑洞的爱因斯坦场方程真空解 [98]。

• 1966 Kip Thorne在Wheeler指导下从普林斯顿大学毕业并加入加州理工学院。随后多

位研究人员和博士生开始与他合作，包括William Kinnersley、James Ipser、Richard Price、

William Press和 Saul Teukolsky等，他们在 1970年前后都成为了 Thorne的学生。

• 1967 Robert Boyer和 Richard Lindquist提出了 Kerr度规在无穷远静态观测者参考系下

的 (t, r, θ, φ)坐标表示，即著名的 Boyer-Lindquist坐标系 [90]。

• 1969 Thorne的第一位博士生 Kinnersley在 Boyer-Lindquist坐标系中导出了 Kerr时空

的 Newman-Penrose标架 [99]。

• 1970 Frank Zerilli利用 Regge-Wheeler形式体系，推导出 Schwarzschild时空的偶宇称

微扰方程 [100]。

• 1972 Price采用 Newman-Penrose形式体系推导了 Schwarzschild时空的微扰方程，并

重新得到了 Regge-Wheeler方程 [101]。

• 1972 Bardeen、Press和 Teukolsky研究了 Kerr时空中标量场（Klein-Gorden场）的微

扰问题 [102]。

• 1972 Fackerell和 Ipser利用 Newman-Penrose形式体系，分解了 Kerr时空中弱电磁场

的可分离方程 [103]。

• 1972 Teukolsky采用 Newman-Penrose形式体系，成功分解了 Kerr时空中的电磁场和

引力场微扰 [104, 105]。
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在系统阐述这些理论方法之前，我们必须首先回答一个基础性问题：为何需要发展多种

不同的度规微扰计算方法？为何不能简单地采用引力波理论中的标准处理方式，即将度规直

接展开为

gµν = g̃µν + hµν , (2.1)

其中 g̃µν 表示背景时空度规（平坦时空下即为闵可夫斯基度规 ηµν）。

在一些教材中（如 Maggiore 2007 [106]、Maggiore 2018 [107] 和 Creighton & Anderson

2011 [108]），作者通常会在正式介绍微扰理论之前先引入一些专门的数学工具。例如，在学

习Maggiore 2018第 12章的 Regge-Wheeler（RW）形式之前，需要先掌握Maggiore 2007第 3

章中的矢量和张量球谐函数；同样，要理解 Creighton & Anderson 2011第 4章中的 Teukolsky

形式，必须先熟悉 Newman-Penrose（NP）标架理论。

当我初次接触黑洞微扰理论时，曾困惑为何需要这些数学工具。若直接使用式 (2.1)定义

的度规微扰，会得到什么结果？为理解这一点，我们从最简单的情形出发：Schwarzschild时

空的微扰。Regge和Wheeler早在 1957年就对此进行了研究 [96]，他们利用 Schwarzschild时

空的球对称性，将微扰按标量、矢量和张量球谐函数展开。

此处我们不重复 Regge-Wheeler的推导过程，而是直接将式 (2.1)代入场方程，观察所得

结果。Schwarzschild度规及其微扰可表示为：

g̃µν =



−
(
1 − 2M

r

)
0 0 0

0
(
1 − 2M

r

)−1
0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ


, hµν =



h00 h01 h02 h03

sym h11 h12 h13

sym sym h22 h23

sym sym sym h33


, (2.2)

其中“sym”表示对称分量。现在我们拥有 10个自由度来选择 h00，h01，h02，h03，h11, h12，

h13，h22，h23和 h33。首先，我们尝试在球对称真空时空中重构爱因斯坦场方程：

Rµν = 0. (2.3)

从 Christoffel符号出发

Γαµν = 1
2
gαβ (gµβ,ν + gνβ,µ − gµν,β) . (2.4)

这里的 gαβ 可以通过

gαβgβγ = δαγ (2.5)
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得到，即

gαβgβγ =
(
g̃αβ + hαβ

)
(g̃βγ + hβγ) ,

=g̃αβ g̃βγ + hαβ g̃βγ + g̃αβhβγ + hαβhβγ,

=δαγ + hαβ g̃βγ + g̃αβhβγ + O(h2).

(2.6)

于是，

hασ = hαβδβ
σ = hαβ g̃βγ g̃

γσ = −g̃αβhβγ g̃γσ + O(h2). (2.7)

所以 Christoffel符号展开到度规微扰的一阶为

Γαµν =1
2
(
g̃αβ + hαβ

)
(g̃µβ,ν + hµβ,ν + g̃νβ,µ + hνβ,µ − g̃µν,β − hµν,β) ,

=Γ̄αµν + 1
2
hαβ (g̃µβ,ν + g̃νβ,µ − g̃µν,β) + 1

2
g̃αβ (hµβ,ν + hνβ,µ − hµν,β) + O(h2),

(2.8)

其中 Γ̄αµν 是背景度规 g̃µν 对应的 Christoffel符号。用同样的方法，我们可以得到 Ricci张量

Rµν =Rρ
µρν = Γρµν,ρ − Γρµρ,ν + ΓραρΓαµν − ΓρανΓαµρ,

=R̄µν + 1
2
hρσ,ρ (g̃µσ,ν + g̃νσ,µ − g̃µν,σ) − 1

2
hρσ,ν (g̃µσ,ρ + g̃ρσ,µ − g̃µρ,σ)

+ 1
2
g̃ρσ,ρ (hµσ,ν + hνσ,µ − hµν,σ) − 1

2
g̃ρσ,ν (hµρ,ν + hρσ,µ − hµν,σ)

+ 1
2
hρσ (g̃νσ,µρ − g̃µν,σρ + g̃µρ,σν − g̃ρσ,µν) + 1

2
g̃ρσ (hνσ,µρ − hµν,σρ + hµρ,σν − hρσ,µν)

+ 1
2

Γ̄ραρ
[
hαβ (g̃νβ,µ + g̃µβ,ν − g̃µν,β) + g̃αβ (hνβ,µ + hµβ,ν − hµν,β)

]
+ 1

2
Γ̄αµν [hρσ (g̃ασ,ρ + g̃ρσ,α − g̃αρ,σ) + g̃ρσ (hασ,ρ + hρσ,α − hαρ,σ)]

− 1
2

Γ̄ραν
[
hαβ (g̃µβ,ρ + g̃ρβ,µ − g̃µρ,β) + g̃αβ (hµβ,ρ + hρβ,µ − hµρ,β)

]
− 1

2
Γ̄αµρ [hρσ (g̃ασ,ν + g̃νσ,α − g̃αν,σ) + g̃ρσ (hασ,ν + hνσ,α − hαν,σ)] + O(h2),

(2.9)

其中 R̄µν = 0，因为 Schwarzschild时空代表的是球对称真空解。这样我们将得到 10个关于

(t, r, θ, φ)的偏微分方程。这 10个独立函数 h00，h01，h02，h03，h11，h12，h13，h22，h23，h33

相互耦合。借助 Mathematica，我们可以推导出这 10个偏微分方程。这里以 R00 = 0的表达

18



北京大学本科生毕业论文 第二章 黑洞微扰论简介

式为例进行说明：
2M2r3h00

(2M − r)
=2M2r(−2M + r)h11 − 2M(2M − r)r cot θh12 − 4M2h22 + 2Mrh22

− 4M2 csc2 θh33 + 2Mr csc2 θh33 − 4M2r csc2 θ∂φh13 + 2Mr2 csc2 θ∂φh13

+ r4 csc2 θ∂φφh00 + r4 cot θ∂θh00 − 4M2r∂θh12 + 2Mr2∂θh12 + r4∂θθh00

− 5Mr4∂rh00 + 2r5∂rh00 + 4M3r2∂rh11 − 4M2r3∂rh11 +Mr4∂rh11

+ 2M2r∂rh22 −Mr2∂rh22 + 2M2r csc2 θ∂rh33 −Mr2 csc2 θ∂rh33

− 2Mr5∂rrh00 + r6∂rrh00 + 6Mr4∂th01 − 4r5∂th01 − 2r4 cot θ∂th02

− 2r4 csc2 θ∂φh03 − 2r4∂θh02 + 4Mr5∂trh01 − 2r6∂trh01

− 2Mr5∂tth11 + r6∂tth11 + r4∂tth22 + r4 csc2 θ∂tth33.

(2.10)

在施加适当的边界条件和规范条件后，可以将独立函数的数量从 10个减少到 2个，即引力波

的两个偏振模式 h+ 和 h×。然而，在没有计算机辅助的情况下求解这些偏微分方程仍然是极

其困难的。这促使 Regge和Wheeler等研究者寻找将 hµν 展开为不同谐波分量的方法，以分

解这些函数。换句话说，我们需要找到在其偏微分方程中不与其他分量相互作用的函数，如

Dψ = S, (2.11)

其中D是关于 (t, r, θ, φ)的二阶偏微分算子，S是非齐次项，它是微扰源能动量张量 Tµν 的函

数。人们提出了两种不同但等效的方法来构造 ψ，下面将分别介绍。

2. Regge-Wheeler-Zerilli形式

2.1 Regge-Wheeler-Zerilli方程

Regge和 Wheeler发现了三个在宇称变换下反对称的函数：h0(t, r, θ, φ)、h1(t, r, θ, φ)和

h2(t, r, θ, φ)（满足 θ → π−θ变换反对称性）。他们利用标量、矢量和张量球谐函数 Y S,V,T
lm (θ, φ)

将偏微分方程中的 θ 和 φ 分离变量，并应用 Regge-Wheeler 规范条件，最终推导出著名的

Regge-Wheeler方程来描述 Schwarzschild时空的奇宇称微扰 [96]。1970年，Zerilli推导出描

述另外 7个自由度的偶宇称微扰方程 [100]。Regge-Wheeler-Zerilli形式可以重新整理为满足

类薛定谔（Schrödinger）方程的形式：
d2Ψ•

dr2
∗

+ (ω2 − V•)Ψ• = 0, (2.12)

其中 • = (RW,Z)，r∗是乌龟坐标，其定义为

dr
dr∗

= B(r) ≡ 1 − 2M
r

or r∗(r) = r − 2M ln
(
r

2M
− 1

)
+ const. (2.13)
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图 2.2 Regge和Wheeler在 1957年发表的奠基性论文，正式建立了黑洞微扰理论的理论框架。需要说明的

是，该论文发表时“黑洞”这一术语尚未被科学界广泛采用，因此原文标题中仍使用“奇点”的表述。

奇偶两个方程的有效势为

VRW(r) = B(r)
[
l(l + 1)
r2 − 6M

r3

]
,

VZ(r) = 2B(r)
r3

9M3 + 3β2
lMr2 + β2

l (1 + βl)r3 + 9M2βlr

(3M + βlr)2 ,

(2.14)

其中 βl = (l−1)(l+2)/2。TT规范下的引力波 h+和 h×可以通过ΨRW(r → ∞)和ΨZ(r → ∞)

的渐进解构造。可以看出，这种谐波分解方法帮助我们构造了两个主函数 ΨRW 和 ΨZ，它们

满足式 (2.11)。因此，与直接使用式 (2.2)中的 hµν 相比，这种方法使得微扰方程可以解析求

解。

图 2.3薛定谔方程两组渐进解的物理含义。左图表示“up”解，它描述了来自负无穷的入射波（incidence）

经过势垒时，部分被反射（reflection）回到负无穷，部分穿越（transmission）势垒传播到正无穷。右图表

示“in”解，它描述了来自正无穷的入射波经过势垒时，部分被反射回到正无穷，部分穿越势垒传播到负

无穷。图片均出自：R. K. L. Lo, 2024 [109]。
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2.2 类薛定谔方程的渐进解

从(2.13)式可知，Regge-Wheeler-Zerilli 方程是一个齐次方程，它实际上描述了时空的微

小扰动如何在 r方向上传播。类比量子力学中的（一维定态）薛定谔方程

− ℏ2

2m
d2ψ

dx2 + V (x)ψ = Eψ, (2.15)

它们都表征了波函数在时空或相空间中的传播行为。其中，能够传播至无穷远的部分对应着

时空因果结构（即光锥）的作用范围，这也正是我们实际能够探测到的引力波信号。从物理

本质来看，Regge-Wheeler方程揭示了 Schwarzschild黑洞对引力波的散射效应：当引力波在

Schwarzschild时空中传播时，会遇到有效势垒 V (r)，其部分透射波被黑洞视界吸收，部分反射

波传播至无穷远。类比薛定谔方程(2.15)，当势场在无穷远满足 V (x) ∼ O(x−2)且能量 E > 0

时，可得到两组渐进解：

ψup(x) →


Ainceik1x + Arefe−ik1x x → −∞,

Atranseik2x x → ∞.

ψin(x) →


Btranse−ik1x x → −∞,

Bince−ik2x +Brefeik2x x → ∞.

(2.16)

图2.3形象地诠释了这两组解的物理意义。一般情况下 k1 ̸= k2，这使得渐进振幅 A ̸= B。我

们定义透射系数 T（Transmission）和反射系数 R（Reflection）来反映波函数经过这个势垒后

的能量分配情况

T = |Atrans|2

|Ainc|2
, R = |Aref |2

|Ainc|2
. (2.17)

能量守恒告诉我们 T +R = 1。

2.3 Regge-Wheeler-Zerilli方程的数值解法

回到 Regge-Wheeler-Zerilli方程，在 Schwarzschild时空中，坐标 r 并非薛定谔方程中的

x可以延伸到负无穷，而是从视界 r = 2M 起始。这是我们定义乌龟坐标 r∗(2.13)的直接原因。

图2.4中展示了坐标变换的结果，其中 r∗(r → 2M) = −∞，r∗(r → +∞) = +∞。图2.5展示了

Regge-Wheeler势(2.14)在 r∗ 坐标下的行为，当 r∗ → −∞时 VRW 指数衰减，当 r∗ → +∞时

VRW以 O(r−2
∗ )的速度衰减。

根据前文对薛定谔方程的类比分析，Regge-Wheeler-Zerilli方程理论上应存在两组渐进解

Ψin
RW/Z 和 Ψup

RW/Z。然而经典黑洞理论表明，任何物质都无法逃离黑洞引力作用，这意味着在
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图 2.4乌龟坐标 r∗与 Boyer-Lindquist坐标间的相互转换。左图是从 r到 r∗的映射，右图是从 r∗到 r的映

射。r = 2M 为渐进线，r∗ 可以从正无穷延伸到负无穷。

视界边界条件下“up”解（出射波解）不具有物理实在性，相比之下“in”解（入射波解）更

符合实际物理过程。但“up”解在数学上仍具有重要价值：当处理非齐次方程时，需要这两

组齐次解构成完备基，用以构建格林函数——这一方法将在下一章关于 EMRI波形计算的部

分进行详细讨论。

图 2.5 Regge-Wheeler势在乌龟坐标下的渐进行为。Zerilli势也有相同的渐进行为。

以 Regge-Wheeler方程为例，“in”解可以表示成

ΨRW(r∗) →


e−iωr∗ r∗ → −∞,

Ain(ω)e−iωr∗ + Aout(ω)eiωr∗ r∗ → ∞.

(2.18)

此处我们采用归一化约定 Atrans ≡ 1，因为在数值计算中，我们实际上是从 r∗ → −∞向外数

值积分，最后通过匹配 r∗ → +∞系数的方式定出 Ain ≡ Ainc 和 Aout ≡ Aref。因而吸收和反
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射系数定义为

T = 1
|Ain|2

, R = |Aout|2

|Ain|2
. (2.19)

图 2.6 Regge-Wheeler 方程在 l = 2，ωM = 0.5 时的“in”解，渐进振幅 Ain = −0.821201 + 0.584258i，

Aout = 0.003454 + 0.125364i

一般来说，我们很难真的从负无穷积分到正无穷，真正的做法是选定一个足够接近视界

的位置，如 rin
∗ = −20M (r = 2.0000334028437M)，积分到一个足够接近无穷远的位置，如

rout
∗ = 200M (r = 190.903818384934M)。在 r∗ < r∗

in 和 r∗ > r∗
out 处用渐进的解析解(2.18)连

接，如图2.6所示。

3. Newman-Penrose形式

为推导 Teukolsky方程，首先需要引入 Newman-Penrose标架体系。本节将系统阐述广义

相对论框架下的标架理论形式体系，该部分数学推导较为抽象，主要面向理论研究者，其他

读者可选择略过。

3.1 Lie括号和 Lie微分

给定任意两个矢量场X 和 Y，它们的 Lie括号 [X,Y ]定义为对任意函数 f的作用，即

[X,Y ]f = (XY − Y X)f = X(Y f) − Y (Xf). (2.20)

任何两个正切矢量的 Lie括号也是一个正切矢量，因为

[X,Y ](αf + βg) = α[X,Y ]f + β[X,Y ]g, (2.21)
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和

[X,Y ](fg) = g[X,Y ]f + f [X,Y ]g, (2.22)

其中 f和 g是任意两个函数，α和 β 是两个任意实数，第一个等式是显然的，第二个等式的

证明如下：

[X,Y ](fg) =X(Y fg) − Y (Xfg)

=X(gY f + fY g) − Y (gXf + fXg)

=gXY f + (Xg)(Y f) + (Xf)(Y g) + fXY g

− {gY Xf + (Xf)(Y g) + (Y f)(Xg) + fY Xg}

=g[X,Y ]f + f [X,Y ]g.

(2.23)

由此可知，Lie括号是一个线性算符，且它是一个微分。Lie括号满足 Jacobi恒等式

[[X,Y ],Z] + [[Y ,Z],X] + [[Z,X],Y ] = 0. (2.24)

我们已经看到，X 和 Y 的 Lie括号是一个正切矢量，它的相对于局域坐标基的分量可由

它对 xj 的作用得到，即有

[X,Y ]j ≡ (XY − Y X)xj = XY j − Y Xj = XkY j
,k − Y kXj

,k, (2.25)

其中（如前已指明的）指标前的逗号表示对该指标的局域坐标求偏导数。在局域坐标基里，Lie

括号 [∂k, ∂j]为零，因为局域时空是平直的，偏导之间可以交换顺序。

由于 Lie括号可以视作一种求导，[X,Y ]被称为 Y 在X 方向上的 Lie导数，并被写为

LXY = [X,Y ] = −[Y ,X] = −LY X. (2.26)

更一般地，将一个给定类型张量场 T 的 Lie导数 LY T 定义为符合下列规则的同样类型张量：

• 它对标量场 f的作用为

LXf = Xf = df(X). (2.27)

• 它对 (正切）矢量 Y 的作用为

LXY = [X,Y ]. (2.28)

• 它对张量的作用符合莱布尼茨法则：

LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT . (2.29)
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上述规则的最后一个能用来导出 LX 作用于任意类型张量的效果。它作用于 1-形式（余切矢

量）ω的效果能由对任意矢量场 Y 考虑收缩形式的关系

LX(ω ⊗ Y ) = (LXω) ⊗ Y + ω ⊗ (LXY ) (2.30)

来确定，也就是

LX⟨ω,Y ⟩ = ⟨LXω,Y ⟩ + ⟨ω,LXY ⟩. (2.31)

写出分量表达式，即为

Xk(ωjY j),k = (LXω)jY j + ωj(LXY )j. (2.32)

由(2.25)式可得

(LXω)jY j = Xk(ωj,kY j + ωjY
j
,k) − ωj(XkY j

,k − Y kXj
,k) = (Xkωj,k + ωkX

k
,j)Y j. (2.33)

由于上述表达式对任意 Y 都成立，因此

(LXω)j = ωj,kX
k + ωkX

k
,j. (2.34)

矢量表达式即为

LX [ω(Y )] = (LXω)Y + ω(LXY ). (2.35)

将其推广到 (r, s)型张量，有

LX [T (ω1, . . . ,ωr,Y1, . . . ,Ys)] = (LXT )(ω1, . . . ,ωr,Y1, . . . ,Ys)

+ T (Lxω1,ω2, . . . ,ωr,Y1, . . . ,Ys) + · · · + T (ω1 + . . . ,ωr,Y1, . . . ,LXYs).
(2.36)

除了等式右边第一项外，这个方程中所有的项都能用已知的结果(2.25)，(2.27)，(2.34)式来计

算。因此 LXT 的分量就能由(2.36)式得出。

为了便于后面的应用，这里推导一个联系 1-形式的外导数与Lie导数的简单等式，由(2.34)式

可得

⟨LXω,Y ⟩ − Y ⟨ω,X⟩

=(ωj,kXk + ωkX
k
,j)Y j − Y j(ωk,jXk + ωkX

k
,j)

=(ωj,k − ωk,j)XkY j = 2dω(X,Y ).

(2.37)

现在由(2.31)式代换 ⟨LXω,Y ⟩，我们可以得到

dω(X,Y ) = 1
2

{X⟨ω,Y ⟩ − Y ⟨ω,X⟩ − ⟨ω, [X,Y ]⟩}, (2.38)

其中 LXY 被写为 Lie括号 [X,Y ]的形式。
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3.2 一般标架 (tetrad)理论

标架即坐标架，是人们为了研究各种问题而设置的一套完备的描述时空坐标的框架，在

广义相对论中时空是四维的，因此需要四个线性无关的方向作为基矢。

3.2.1 标架的建立

在每个时空点上，我们可以设置 4个逆变矢量基，即标架：

e(a)
i (a = 1, 2, 3, 4). (2.39)

括号中的指标 (a)为标架指标（本节用 a，b等排在前面的拉丁字母表示标架指标，用 i，j等

排在后面等拉丁字母表示张量指标，时空仍是四维的）。与逆变标架对偶的协变标架定义为：

e(a)i = gike(a)
k, (2.40)

其中 gik 为度规张量，另外再定义矩阵 {e(a)
i}的逆 e(b)

i，满足

e(a)
ie(b)

i = δ(b)
(a), e(a)

ie(a)
j = δij, (2.41)

其中采用对两类指标各自独立求和的惯例。进一步，作为定义的一部分，令

e(a)
ie(b)i = η(a)(b), (2.42)

其中 η(a)(b)是常数对称矩阵。η(a)(b)为矩阵 η(a)(b)的逆，即

η(a)(b)η(b)(c) = δ(a)
(c). (2.43)

从而我们可以定义标架指标的升降：

η(a)(b)e
(a)

i = e(b)i, η(a)(b)e(a)i = e(b)
i, (2.44)

以及标架指标的缩并

e(a)ie
(a)

j = gij. (2.45)

给定任意矢量，我们可以将其投影到任意标架上，得到标架分量，

A(a) = e(a)jA
j = e(a)

jAj,

A(a) = η(a)(b)A(b) = e(a)
jA

j = e(a)jAj,

Ai = e(a)
iA(a) = e(a)iA(a).

(2.46)
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对张量，我们有

T(a)(b) = e(a)
ie(b)

jTij = e(a)
iTi(b),

Tij = e(a)
ie

(b)
jT(a)(b) = e(a)

iT(a)j.
(2.47)

根据(2.41)，(2.42)，(2.43)，(2.44)式，我们可以做如下总结：

• 标架是时空中正交基，张量在不同标架下的投影得到的分量不同，但张量本身与标架的

选取无关（可以理解为欧氏时空中的笛卡尔坐标系，球坐标系等不同坐标系的选取）；

• 用 η(a)(b)和 η(a)(b)可以提升或降低标架指标，正如用度规张量提升和降低张量指标一样；

• 两类指标并存的张量的存在没有疑义，可以通过标架变换矩阵 e(a)
i，e(a)

i实现标架变换；

• 张量缩并无论是对张量指标还是对标架指标进行，结果相同，证明如下：

T (a)
(a) = η(a)(b)T(b)(a) = e(a)

ie
(b)ie(a)

iTi(b)

= e(b)iTi(b) = e(b)ie(b)
jTij = gijTij = T ii.

(2.48)

3.2.2 方向导数和里奇（Ricci）旋转系数

下面我们将将看到标架作为方向导数的效用，逆变矢量 e(a) 亦称为正切矢量，规定方向

导数

e(a) = e(a)
i ∂

∂xi
. (2.49)

因而

ϕ,(a) ≡ e(a)
i ∂ϕ

∂xi
= e(a)

iϕ,i, (2.50)

其中 ϕ是任意标量场，更一般地，可以推导出

A(a),(b) = e(b)
i ∂

∂xi
A(a) = e(b)

i ∂

∂xi
e(a)

jAj

= e(b)
ie(a)

jAj;i + e(b)
iAje(a)

j
;i

= e(b)
ie(a)

jAj;i + e(b)
ie(a)

k
;ie(c)kA

(c)

= e(b)
ie(a)

jAj;i + e(b)
ie(a)k;ie(c)

kA(c).

(2.51)

定义里奇旋转系数

γ(c)(a)(b) ≡ e(c)
ke(a)k;ie(b)

i. (2.52)

则(2.51)式可以写成

A(a),(b) = e(a)
jAj;ie(b)

i + γ(c)(a)(b)A
(c). (2.53)

27



北京大学本科生毕业论文 第二章 黑洞微扰论简介

里奇旋转系数的另一个等价定义为

e(a)k;i = e(c)
kγ(c)(a)(b)e

(b)
i. (2.54)

由于 η(a)(b)为常对称矩阵，所以

0 = η(a)(b);i = [e(a)ke(b)
k];i. (2.55)

因此里奇旋转系数的第一对指标是反对称的

γ(c)(a)(b) = −γ(a)(c)(b), (2.56)

证明如下：

γ(c)(a)(b) + γ(a)(c)(b) = [e(c)
ke(a)k;i + e(a)

ke(c)k;i]e(b)
i

= [e(c)
ke(a)k];ie(b)

i

= η(a)(c);ie(b)
i

= 0.

(2.57)

利用这个反对称性，我们还可以得到

e(a)
k

;i = −e(c)kγ(a)(c)(b)e
(b)
i = −γ(a)

k
i. (2.58)

回到(2.53)式，将所有张量指标之间的关系与标架指标间的关系分离，我们可以得到

e(a)
iAi;je(b)

j = A(a),(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m). (2.59)

等式右边的量称为 A(a)在 e(b)方向的内在导数，并记为 A(a)|(b)：

A(a)|(b) ≡ e(a)
iAi;je(b)

j = A(a),(b) − η(n)(m)γ(n)(a)(b)A(m). (2.60)

由定义清楚可见，在标架理论中旋转系数 γ 扮演了流形中 Christoffel联络的角色。我们能够

自由地从内在导数转变到协变导数，反之亦然。将矢量场的内在导数扩展到张量场，我们得

到黎曼张量的内在导数

R(a)(b)(c)(d)|(f) = Rijkl;me(a)
ie(b)

je(c)
ke(d)

le(f)
m. (2.61)

将不同基矢的协变导数分别用旋转系数置换（按照关系(2.58))，可得

R(a)(b)(c)(d)|(f) =R(a)(b)(c)(d),(f) − η(n)(m)[γ(n)(a)(f)R(m)(b)(c)(d)

+ γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d) + γ(n)(c)(f)R(a)(b)(m)(d) + γ(n)(d)(f)R(a)(b)(c)(m)].
(2.62)
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3.2.3 转换关系和结构常数

Lie括号 [e(a), e(b)]在理论中起有重要作用，其 Lie群结构的封闭性要求：

[e(a), e(b)] = C(c)
(a)(b)e(c), (2.63)

其中系数 C(a)
(a)(b) 被称为结构常数，它们对指标 (a)和 (b)是反对称的，并且共有 24个。结

构常数能用旋转系数表示，若考虑 Lie括号对标量场 f的作用，有

[e(a), e(b)]f = e(a)
i[e(b)

jf,j],i − e(b)
i[e(a)

jf,j],i

= [e(a)
ie(b)

j
;i − e(b)

ie(a)
j
;i]f,j

= [−γ(b)
j
(a) + γ(a)

j
(b)]f,j

= [−γ(b)
(c)

(a) + γ(a)
(c)

(b)]e(c)
jf,j.

(2.64)

将其与(2.63)式比较可得

C(c)
(a)(b) = γ(c)

(b)(a) − γ(c)
(a)(b). (2.65)

以旋转系数表示的结构常数带入(2.63)式，我们将得到 24个转换关系。

3.2.4 Ricci与 Bianchi恒等式

将 Ricci恒等式

e(a)i;k;l − e(a)i;l;k = Rmikle(a)
m, (2.66)

投影到标架上，我们得到

R(a)(b)(c)(d) =Rmikle(a)
me(b)

ie(c)
ke(d)

l

={−[γ(a)(f)(g)e
(f)

ie
(g)

k];l + [γ(a)(f)(g)e
(f)

ie
(g)

l];k}e(b)
ie(c)

ke(d)
l.

(2.67)

现在将右边方括号中的量展开，并再次将基矢量的协变导数分别用旋转系数置换，我们得到

R(a)(b)(c)(d) = − γ(a)(b)(c),(d) + γ(a)(b)(d),(c)

+ γ(b)(a)(f)[γ(c)
(f)

(d) − γ(d)
(f)

(c)]

+ γ(f)(a)(c)γ(b)
(f)

(d) − γ(f)(a)(d)γ(b)
(f)

(c).

(2.68)

由于旋转系数对其第一对指标的反对称性和构造黎曼张量四次分量操作的明显反对称性，可

清楚看到(2.68)式共有 36个分量方程。
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最后，将 Bianchi恒等式用内在导数和标架来表示，可以得到

R(a)(b)[(c)(d)|(f)] =1
6

∑
[(c)(d)(f)]

{R(a)(b)(c)(d),(f)

− η(n)(m)[γ(n)(a)(f)R(m)(b)(c)(d) + γ(n)(b)(f)R(a)(m)(c)(d)

+ γ(n)(c)(f)R(a)(b)(m)(d) + γ(n)(d)(f)R(a)(b)(c)(m)]},

(2.69)

共有 20个线性独立的此类方程。

四次标架的基本方程是 24个转换关系，如(2.63)式，36个 Ricci恒等式(2.68)和 20个线

性独立的 Bianchi恒等式。不清楚的是，这些方程有多少是独立的，对它们怎样排列和使用，

而且它们究竟适合于什么。所有这些问题都将在下文适当的地方加以解决。

3.3 Newman-Penrose标架

纽曼-彭罗斯标架是一种有着特别选择的基矢的四次标架。所做的选择是 4个零矢量 l，n，

m和 m̄，其中 l和 n是实基矢，而m和 m̄是互为共轭的复基矢。这种形式由纽曼和彭罗斯

于 1962年首创的 [110, 111]，正是其对零基的选择：它背离了到当时仍习以为常的正交基的

选择。选择零基的潜在动力是彭罗斯的坚强信念，即时空的基本要素是使得引入旋量基称为

可能的光锥结构。将会看到，广义相对论的黑洞解的时空光锥结构的确就是这样的类型，使

纽曼-彭罗斯形式对掌握这些时空的内在对称性并揭示其解析的丰富性最为有效。但现在已可

指出，纽曼-彭罗斯形式对广义相对论黑洞解的特别适应性是来自其“type-D”特征和哥尔德

伯-萨赫定理。

3.3.1 NP标架下的自旋系数

如前所述，NP 标架的基矢选择是两个实数零矢量 l,n 和一对共轭复数零矢量m, m̄ 组

成的零基。要求它们满足正交条件

l · m = l · m̄ = n · m = n · m̄ = 0. (2.70)

根据零矢条件

l · l = n · n = m · m = m̄ · m̄ = 0, (2.71)

即这组标架为零（类光）标架。通常我们还给这些基矢进一步加上归一化条件

l · n = 1 m · m̄ = −1. (2.72)
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但实际上，加上这个进一步的条件不是必要的。在NP标架之后，Penrose等人又发展出了GHP

标架理论，使之具有更多的对称性和自由度。但是，我们还是选择在这里保留这一归一化条

件。于是，由 η(a)(b)表示的基本矩阵是一个常对称矩阵可以写为

[η(a)(b)] = [η(a)(b)] =



0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0


. (2.73)

对应的零标架定义为

e1 = l, e2 = n, e3 = m, e4 = m̄. (2.74)

其协变形式为

e1 = e2 = n, e2 = e1 = l, e3 = −e4 = −m̄, e4 = −e3 = −m. (2.75)

当它们作为方向导数时，我们定义一组新的符号

e1 ≡ D = lµ∂µ, e2 ≡ ∆ = nµ∂µ, e3 ≡ δ = mµ∂µ, e4 ≡ δ̄ = m̄µ∂µ. (2.76)

Ricci旋转系数，现在称为自旋系数，也重新定义一组符号标记

κ = γ311, ρ = γ314, ϵ = 1
2

(γ211 + γ341),

σ = γ313, µ = γ243, γ = 1
2

(γ212 + γ342),

λ = γ244, τ = γ312, α = 1
2

(γ214 + γ344),

ν = γ242, π = γ241, β = 1
2

(γ213 + γ343).

(2.77)

我们从自旋系数的定义可以看出，任何量的共轭复数可以通过把所有的指标 4置换为指标 3，

把指标 3置换为指标 4得到，如 κ̄ = γ411，ρ̄ = γ413。

3.3.2 NP标架下Weyl，Ricci，Rieman张量的表示

外尔张量是黎曼张量的无迹部分，其在 NP标架下的分量为

Cabcd = Rabcd + 1
2

(ηacRbd − ηbcRad − ηadRad + ηbdRac) − 1
6

(ηacηbd − ηadηbc)R. (2.78)

其中 Rbd标记里奇张量的标架分量，R为曲率标量：

Rac = ηbdRabcd R = ηabRab = 2(R12 −R34). (2.79)
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Cabcd无迹的事实要求

ηabCabcd = C1bc2 + C2bc1 − C3bc4 − C4bc3 = 0. (2.80)

此外，还有指标轮换的对称性

Cabcd + Cadbc + Cacdb = 0. (2.81)

其中(2.80)式对 b = c给出

C1314 = C2324 = C1332 = C1442 = 0. (2.82)

而当 b ̸= c时(2.80)式与(2.81)式一起给出

C1231 = C1334, C1241 = C1443, C1232 = C2343, C1242 = C2434,

C1212 = C3434, C1342 = 1
2

(C1212 − C1234) = 1
2

(C3434 − C1234).
(2.83)

运用(2.80)式和(2.81)式，我们还可以得到 Weyl张量的一些分量为零，如 C1314 = 0，证明如

下：在(2.80)式中取 b = c = 1，在(2.80)式中取 a = b = c = 1, d = 2得

C1112 + C2111 − C3114 − C4113 = 0,

C1112 + C1121 + C1211 = 0.
(2.84)

利用Weyl张量的 1,2指标反对称，3,4指标反对称，12,34指标对称

Cabcd = −Cbacd Cabcd = −Cabdc Cabcd = Ccdab. (2.85)

我们可以得到

C1112 + C1121 + C1211 = C1112 − C1112 + C1211 = C1211 = 0. (2.86)

所以

C1211 = C2111 = C1112 = C1121 = 0. (2.87)

代入(2.84)第一式得

−C3114 − C4113 = C1314 + C1314 = 2C1314 = 0 ⇒ C1314 = 0. (2.88)

接着推导 C1231 = C1334如下：

C1132 + C2131 − C3134 − C4133 = 0,

C3211 + C3121 + C3112 = C3211 = 0,

C4133 + C4313 + C4331 = C4133 = 0,

⇒ C2131 = C3134,

⇒ C1231 = C1334.

(2.89)

32



北京大学本科生毕业论文 第二章 黑洞微扰论简介

利用以上结果，得出 Riemann张量的各分量通过下式与Weyl和 Ricci张量的分量关联

R1212 = C1212 +R12 − 1
6
R, R1314 = 1

2
R11, R2324 = 1

2
R22, R3132 = −1

2
R33

R3434 = C3434 −R34 − 1
6
R, R1313 = C1313, R2323 = C2323, R1234 = C1234,

R1334 = C1334 + 1
2
R13, R1324 = C1324 + 1

12
R, R1213 = C1213 + 1

2
R13,

R1223 = C1223 − 1
2
R23, R2334 = C2334 + 1

2
R23.

(2.90)

而附加的复共轭关系可由指标 4置换指标 3得到，反之亦然。在 NP标架下，Weyl张量的 10

个独立分量由下列 5个复数标量表示

Ψ0 = −C1313 = −Cpqrslpmqlrms,

Ψ1 = −C1213 = −Cpqrslpnqlrms,

Ψ2 = −C1342 = −Cpqrslpmqm̄rns,

Ψ3 = −C1242 = −Cpqrslpnqm̄rns,

Ψ4 = −C2424 = −Cpqrsnpm̄qnrm̄s.

(2.91)

虽然一般而言很清楚 Weyl张量是由 5个复数标量 Ψ0, . . . ,Ψ4 完全确定，但更方便的是有一

个总公式来用 5个标量表示外尔张量的不同分量。

Cpqrs = − (Ψ2 + Ψ̄2)[{lpnqlrns} + {mpm̄qmrm̄s}] + (Ψ2 − Ψ̄2){lpnqmrm̄s}

+ [[−Ψ0{npm̄qnrm̄s} − Ψ4{lpmqlrms} + Ψ2{lpmqnrm̄s}

− Ψ1[{lpnqnrm̄s} + {npm̄qm̄rms}]

+ Ψ3[{lpnqlrms} − {lpmqmrm̄s}] + c.c.]].

(2.92)

特别地有

C1334 = Ψ1, C2443 = Ψ3, C1212 = C3434 = −(Ψ2 +Ψ̄2), C1234 = (Ψ2 −Ψ̄2). (2.93)

最后，Ricci张量的 10个分量可由下列 4个实数标量和 3个复数标量给定

Φ00 = −1
2
R11, Φ22 = −1

2
R22, Φ02 = −1

2
R33, Φ20 = −1

2
R44,

Φ11 = −1
4

(R12 +R34), Φ01 = −1
2
R13, Φ10 = −1

2
R14,

Λ = 1
24
R = 1

12
(R12 −R34), Φ12 = −1

2
R23, Φ21 = −1

2
R24,

(2.94)

其中 Φ00，Φ11，Φ22，Λ为实数，Φ01，Φ10 互为复共轭，Φ02，Φ20 互为复共轭，Φ12，Φ21 互

为复共轭。
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3.3.3 NP标架下的转换关系和结构常数

现在来写出 NP标架下的各个方程的明确形式。首先考虑转换关系

[e(a), e(b)] = (γcba − γcab)ec = Cc
abec. (2.95)

例如

[∆,D] = [n, l] = [e2, e1] = (γc12 − γc21)ec

= −γ121e
1 + γ212e

2 + (γ312 − γ321)e3 + (γ412 − γ421)e4

= −γ121∆ + γ212D − (γ312 − γ321)δ̄ − (γ412 − γ421)δ.

(2.96)

或用我们在(2.77)式定义的自旋系数的符号得到

∆D − D∆ = (γ + γ̄)D + (ϵ+ ϵ̄)∆ − (τ̄ + π)δ − (τ + π̄)δ̄. (2.97)

类似地，可得

δD − Dδ = (ᾱ + β + π̄)D + κ∆ − (ρ̄+ ϵ− ϵ̄)δ − σδ̄,

δ∆ − ∆δ = −ν̄D + (τ − ᾱ− β)∆ + (µ− γ − γ̄)δ + λ̄δ̄,

δ̄δ − δδ̄ = (µ̄− µ)D + (ρ̄− ρ)∆ + (α + β̄)δ + (β − ᾱ)δ̄.

(2.98)

结构常数与自旋系数的关系如下：

C1
21 = +(γ + γ̄), C1

31 = +(ᾱ + β − π̄), C1
32 = −ν̄, C1

43 = µ̄− µ,

C2
21 = +(ϵ+ ϵ̄), C2

31 = +κ, C2
32 = τ − ᾱ− β, C2

43 = ρ̄− ρ,

C3
21 = −(τ̄ + π), C3

31 = −(ρ̄− ϵ+ ϵ̄), C3
32 = µ− γ − γ̄, C3

43 = α− β̄,

C4
21 = −(τ + π̄), C4

31 = −σ, C4
32 = +λ̄, C4

43 = β − ᾱ.

(2.99)
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3.3.4 NP标架下的 Ricci恒等式和消元关系

现在来写出 Ricci恒等式在 NP标架中的表示。例如，考虑(2.68)式的 (1313)分量，有（用

关系(2.90))

−Ψ0 = − C1313 = R1313

=γ133,1 − γ131,3

+ γ311(γ1
1

3 − γ3
1

1) + γ312(γ1
2

3 − γ3
2

1)

+ γ313(γ1
3

3 − γ3
3

1) + γ314(γ1
4

3 − γ3
4

1)

+ γ111γ3
1

3 + γ211γ3
2

3 + γ311γ3
3

3 + γ411γ3
4

3

− γ113γ3
1

1 − γ213γ3
2

1 − γ313γ3
3

1 − γ413γ3
4

1

=γ133,1 − γ131,3

+ γ311(γ123 − γ321) + γ312(���γ113 − γ311)

+ γ313(−γ143 + γ341) + γ314(−γ133 +���γ331)

+���γ111γ323 + γ211γ313 − γ311γ343 − γ411���γ333

−���γ113γ321 − γ213γ311 + γ313γ341 + γ413���γ331

=γ133,1 − γ131,3

+ γ311(γ123 − γ321 − γ312 − γ343 − γ213)

+ γ313(−γ143 + γ341 − γ314 + γ211 + γ341).

(2.100)

将方向导数和自旋系数代之以其指定符号得

Dσ − δκ = σ(3ϵ− ϵ̄+ ρ+ ρ̄) + κ(π̄ − τ − 3β − ᾱ) + Ψ0. (2.101)

(2.68)式共有 36个，但是在 NP标架中，只写出半数的方程就够了（剩下一半是其复共轭）。

下面列出最初由 Newman和 Penrose于 1962年导出的 18个方程 [97]：

Dρ− δ̄κ = (ρ2 + σσ̄) + ρ(ϵ+ ϵ̄) − κ̄τ − κ(3α + β̄ − π) + Φ00, (2.102a)

Dσ − δκ = σ(ρ+ ρ̄+ 3ϵ− ϵ̄) − κ(τ − π̄ + ᾱ + 3β) + Ψ0, (2.102b)

Dτ − ∆κ = ρ(τ + π̄) + σ(τ̄ + π) + τ(ϵ− ϵ̄) − κ(3γ + γ̄) + Ψ1 + Φ01, (2.102c)

Dα− δ̄ϵ = α(ϕ+ ϵ̄− 2ϵ) + βσ̄ − β̄ϵ− κλ− κ̄γ + π(ϵ+ ρ) + Φ10, (2.102d)

Dβ − δϵ = σ(α + π) + β(ρ̄− ϵ̄) − κ(µ+ γ) − ϵ(ᾱ− π̄) + Ψ1, (2.102e)

Dγ − ∆ϵ = α(τ + π̄) + β(τ̄ + π) − γ(ϵ+ ϵ̄) − ϵ(γ + γ̄) + τπ − νκ+ Ψ2 + Φ11 − Λ,

(2.102f)
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Dλ− δ̄π = (ρλ+ σ̄µ) + π(π + α− β) − νκ̄− λ(3ϵ− ϵ̄) + Φ20, (2.102g)

Dµ− δπ = (π̄µ+ σλ) + π(π̄ − ᾱ + β) − µ(ϵ+ ϵ̄) − νκ+ Ψ2 + 2Λ, (2.102h)

Dν − ∆π = µ(π + τ̄) + λ(π̄ + τ) + π(γ − γ̄) − ν(3ϵ+ ϵ̄) + Ψ3 + Φ21, (2.102i)

∆λ− δ̄ν = −λ(µ+ µ̄+ 3γ − γ̄) + ν(3α + β̄ + π − τ̄) − Ψ4, (2.102j)

δρ− δ̄σ = ρ(ᾱ + β) − σ(3α− β̄) + τ(ρ− ρ̄) + κ(µ− µ̄) − Ψ1 + Φ01, (2.102k)

δα− δ̄β = (µρ− ασ) + αᾱ + ββ̄ − 2αβ + γ(ρ− ρ̄) − Ψ2 + Φ11 + Λ, (2.102l)

δλ− δ̄µ = ν(ρ− ρ̄) + π(µ− µ̄) + µ(α + β̄) + λ(ᾱ− 3β) + Ψ3 + Φ21, (2.102m)

δν − ∆µ = (µ2 + λλ̄) + µ(γ + γ̄) − ν̄π + ν(τ − 3β − ᾱ) + Φ22, (2.102n)

δγ − ∆β = γ(τ − ᾱ− β) + µτ − σν − ϵν̄ − β(γ − γ̄ − µ) + αλ̄+ Φ12, (2.102o)

δτ − ∆σ = (µσ + λ̄ρ) + τ(τ + β − ᾱ) − σ(3γ − γ̄) − κν̄ + Φ02, (2.102p)

∆ρ− δ̄τ = −(ρµ̄+ σλ) + τ(β̄ − α− τ̄) + ρ(γ + γ̄) + νκ− Ψ2 − 2Λ, (2.102q)

∆α− δ̄γ = ν(ρ+ ϵ) − λ(τ + β) + α(γ̄ − µ̄) + γ(β̄ − τ̄) − Ψ3. (2.102r)

它们分别来自 Riemann张量分量 R1314，R1313，R1312，(R3414 − R1214)/2，(R1213 − R3413)/2，

(R1212 −R3412)/2，R2441，R2431，R2421，R2442，R3143，(R1234 −R3434)/2，R2443，R2423，(R1232 −

R3432)/2，R1332，R1324和 (R1242 −R3442)/2。虽然上面的每一个方程都含有一个或多个Weyl和

Ricci标量，但通过相互消元可以得到 16个独立于它们并且只含自旋系数的实数方程。理由是，

虽然方程(2.68)的右边第一对 (ab)和第二对 (cd)指标是反对称的，但却不具有 Riemann张量

（左边）对第一和第二对指标同时互换的不变性。恰恰是这后一个不变性（和循环恒等式一起）

将Riemann张量的独立分量个数从 36减为 20.同样的理由，必定能够从包含在(2.68)式里的 36

个方程中的总共 16个里消除黎曼张量。这种消除能从上列方程直接进行。于是方程(2.102a)的

虚部就不含 Φ00，因为它是实数。类似地，由方程(2.102c)(2.102e)，以及方程(2.102d)的复共

轭，容易消除Ψ1和 Φ10(= Φ̄01)，并得到单一的只含有自旋系数的复数方程。通过这样系统的

消除，得到下列 4个实数和 6个复数消元关系：

D(ρ− ρ̄) + δκ̄− δ̄κ = (ρ− ρ̄)(ρ+ ρ̄+ ϵ+ ϵ̄) + κ(τ̄ + π − 3α− β̄)

− κ̄(τ + π̄ − 3ᾱ− β), (2.103a)

D(µ− µ̄) + δ(α + β̄ − π) − δ̄(ᾱ + β − π̄) = (γ + γ̄)(ρ− ρ̄) + α(π̄ − 2β) − ᾱ(π − 2β̄)

+ κ̄ν̄ − κν + βπ − β̄π̄ + (ρ+ ρ̄)(µ− µ̄), (2.103b)

D(µ− µ̄− γ + γ̄) + ∆(ϵ− ϵ̄) − δπ + δ̄π̄ = (ϵ+ ϵ̄)(µ̄− µ) + τ̄(ᾱ + π̄ − β) − τ(α + π − β̄)

+ λσ − λ̄σ̄ + ρ̄µ− ρµ̄+ 2(ϵγ − ϵ̄γ̄), (2.103c)
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∆(µ̄− µ) + δν − δ̄ν̄ = (µ− µ̄)(µ+ µ̄+ γ + γ̄) + ν(τ − 3β − ᾱ + π̄)

− ν̄(τ̄ + π − 3β̄ − α), (2.103d)

D(τ − ᾱ− β) − ∆κ+ δ(ϵ+ ϵ̄) = ρ(τ̄ + π) + κ̄λ̄+ σ(τ̄ − α− β̄) + ϵ(τ − π̄)

− ρ̄(β + ᾱ + π̄) + ϵ̄(2ᾱ + 2β − τ − π̄) + κ(µ− 2γ), (2.103e)

δ(ρ− ϵ+ ϵ̄) − δ̄σ + D(β − ᾱ) = ρ(ᾱ + β + τ) − ρ̄(τ − β + ᾱ + π̄) + (ϵ̄− ϵ̄)(2ᾱ− π̄)

+ σ(π − 2α) + κ(γ̄ − γ − µ̄) + κ̄λ̄, (2.103f)

Dλ+ ∆σ̄ − σ̄(τ̄ + π) = σ̄(3γ̄ − γ + µ− µ̄) + (π + τ̄)(π − τ̄ + α)

+ λ(ρ− ρ̄− 3ϵ+ ϵ̄) − βπ − τ̄ β̄, (2.103g)

Dν + ∆(α + β̄ − π) − δ̄(γ + γ̄) = ν(ρ− 2ϵ) + λ(π̄ − ᾱ− β) + µ(π + τ̄) − µ̄(α + β̄

+ τ̄) + γ(π − τ̄) + γ̄(2α + 2β̄ − π − τ̄) + σ̄ν̄, (2.103h)

∆(β̄ − α) + δλ+ δ̄(γ − γ̄ − µ) = ν(ϵ̄− ϵ− ρ̄) + λ(τ − 2β) + α(µ+ µ̄) − µ̄(π + τ̄

+ β̄) + µ(π + β̄) + (γ − γ̄)(τ̄ − 2β̄) + σ̄ν̄, (2.103i)

Dµ+ ∆ρ− δπ − δ̄τ = ρ̄µ− ρµ̄+ π(π̄ − ᾱ + β) + τ(β̄ − α− τ̄) + ρ(γ + γ̄) − µ(ϵ+ ϵ̄).

(2.103j)

3.3.5 NP标架下的 Bianchi恒等式

总共有 20个线性独立的 Bianchi恒等式。完整的是 8个复数循环恒等式和 Einstein张量

无散给出的 4个实数恒等式

R13[13|4] = 0, R13[21|4] = 0, R13[13|2] = 0, R13[43|2] = 0,

R42[13|4] = 0, R42[21|4] = 0, R42[13|2] = 0, R42[43|2] = 0,

ηbc
(
Rab − 1

2
ηabR

)
|c

= 0.

(2.104)

最后一个式子给出两个实数方程

R11|2 +R34|1 −R13|4 −R14|3 = 0,

R22|1 +R34|2 −R23|4 −R24|3 = 0,
(2.105)

以及一个复数方程

R33|4 +R12|3 −R31|2 −R32|1 = 0. (2.106)

现在用自旋系数和Weyl，Ricci标量写出这些恒等式在NP标架下的投影，作为例子，考虑(2.104)式

所列恒等式的第一个，有

R1313|4 +R1334|1 +R1341|3 = 0. (2.107)
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利用(2.90)式中给出的关系，另可写出

C1313|4 +
(
C1334 + 1

2
R13

)
|1

− 1
2
R11|3 = 0. (2.108)

考虑Weyl张量中的项

C1313|4 = C1313,4 − ηnm(γn14Cm313 + γn34C1m13 + γn14C13m3 + γn34C131m

= C1313,4 − 2(γ214 + γ344)C1313 + 2γ314(C1213 + C4313)

= −δ̄Ψ0 + 4αΨ0 − 4ρΨ1,

(2.109)

和

C1334|17 =C1334,1 − ηnm[γn11Cm334 + γn31(C1m34 + C13m4) + γn41C133m]

=C1334,1 − [(γ211 + γ341)C1334 + γ131(C1234 − C3434) + γ231C1314

+ γ141C1332 + γ131C1324 + γ241C1331]

=DΨ1 − 2ϵΨ1 + 3κΨ2 − πΨ0.

(2.110)

类似地可得

1
2

(R13|1 −R11|3) = − DΦ01 + δΦ00 + 2(ϵ+ ρ̄)Φ01 + 2σΦ10

− 2κΦ11 − κ̄Φ02 + (π̄ − 2ᾱ− 2β)Φ00.

(2.111)

将(2.109)式,(2.110)式和(2.111)式结合，就得到所需的恒等式(2.107)的标架表示。对其余的恒

等式也可以类似地操作。下面给出 8个复数等式(2.104)的标架表示 (第一行是原始的循环恒等

式，Weyl部分；第二行是 Ricci部分）：

R13[13|4] = 0 : −δ̄Ψ0 + DΨ1 + (4α− π)Ψ0 − 2(2ρ+ ϵ)Ψ1 + 3κΨ2 (2.112a)

− DΦ01 + δΦ00 + 2(ϵ+ ρ̄)Φ01 + 2σΦ10 − 2κΦ11 − κ̄Φ02 + (π̄ − 2ᾱ− 2β)Φ00 = 0,

R13[21|4] = 0 : +δ̄Ψ1 − DΨ2 − λΨ0 + 2(π − α)Ψ1 + 3ρΨ2 − 2κΨ3 (2.112b)

+ δ̄Φ01 − ∆Φ00 − 2(α + τ̄)Φ01 + 2ρΦ11 + σ̄Φ02 − (µ̄− 2γ − 2γ̄)Φ00 − 2τΦ10 − 2DΛ = 0,

R42[13|4] = 0 : −δ̄Ψ2 + DΨ3 + 2λΨ1 − 3πΨ2 + 2(ϵ− ρ)Ψ3 + κΨ4 (2.112c)

− DΦ21 + δΦ202(ρ̄− ϵ)Φ21 − 2µΦ10 + 2πΦ11 − κ̄Φ22 − (2ᾱ− 2β − π̄)Φ20 − δ̄Λ = 0,

R42[21|4] = 0 : +δ̄Ψ3 − DΨ4 − 3λΨ2 + 2(2π + α)Ψ3 − (4ϵ− ρ)Ψ4 (2.112d)

− ∆Φ20 + δ̄Φ21 + 2(α− τ̄)Φ21 + 2νΦ10 + σ̄Φ22 − 2λΦ11 − (µ̄+ 2γ − 2γ̄)Φ20 = 0,

R13[13|2] = 0 : −∆Ψ0 + δΨ1 + (4γ − µ)Ψ0 − 2(2τ + β)Ψ1 + 3σΨ2 (2.112e)

− DΦ02 + δΦ01 + 2(π̄ − β)Φ01 − 2κΦ12 − λ̄Φ00 + 2σΦ11 + (ρ̄+ 2ϵ− 2ϵ̄)Φ02 = 0,
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R13[43|2] = 0 : −∆Ψ1 + δΨ2 + νΨ0 + 2(γ − µ)Ψ1 − 3τΨ2 + 2σΨ3 (2.112f)

+ ∆Φ01 − δ̄Φ02 + 2(µ̄− γ)Φ01 − 2ρΦ12 − ν̄Φ00 + 2τΦ11 + (τ̄ − 2β̄ + 2α)Φ02 + 2δΛ = 0,

R42[13|2] = 0 : −∆Ψ2 + δΨ3 + 2νΨ1 − 3µΨ2 + 2(β − τ)Ψ3 + σΨ4 (2.112g)

− DΦ22 + δΦ21 + 2(π̄ + β)Φ21 − 2µΦ11 − λ̄Φ20 + 2πΦ12 + (ρ̄− 2ϵ− 2ϵ̄)Φ22 − 2∆Λ = 0,

R42[43|2] = 0 : −∆Ψ3 + δΨ4 + 3νΨ2 − 2(γ + 2µ)Ψ3 − (τ − 4β)Ψ4 (2.112h)

+ ∆Φ21 − δ̄Φ22 + 2(µ̄+ γ)Φ21 − 2νΦ11 − ν̄Φ20 + 2λΦ12 + (τ̄ − 2α− 2β̄)Φ22 = 0.

散度的恒等式(2.105),(2.106)的标架形式为：

δ̄Φ01 + δΦ10 − D(Φ11 + 3Λ) − ∆Φ00

=κ̄Φ12 + κΦ21 + (2α + 2τ̄ − π)Φ01 + (2ᾱ + 2τ − π̄)Φ10 (2.113a)

− 2(ρ+ ρ̄)Φ11 − σ̄Φ02 − δΦ20 + [µ+ µ̄− 2(γ + γ̄)]Φ00,

δ̄Φ12 + δΦ21 − ∆(Φ11 + 3Λ) − DΦ22

= − νΦ01 − ν̄Φ10 + (τ̄ − 2β̄2π)Φ12 + (τ − 2β − 2π̄)Φ21 (2.113b)

+ 2(µ+ µ̄)Φ11 − (ρ+ ρ̄− 2ϵ− 2ϵ̄)Φ22 + λΦ02 + λ̄Φ20,

δ(Φ11 − 3Λ) − DΦ12 − ∆Φ01 + δ̄Φ02

=κΦ22 − ν̄Φ00 + (τ̄ − π + 2α− 2β̄)Φ02 − σΦ21 + λ̄Φ10 (2.113c)

+ 2(τ − π̄)Φ11 − (2ρ+ ρ̄− 2ϵ̄)Φ12 + (2µ̄+ µ− 2γ)Φ01.

在真空中，Ricci标量为零，相关的 Bianchi恒等式由 8个 Ricci项等于零的复数方程(2.112)给

出；而且在这种情况下，无需关心散度恒等式(2.113)。但是一般地，方程(2.112)的 Ricci项是

必须包括的；而且在这种形式里它们被代之以 Einstein场方程

Rij = 8πG
c4 (Tij − 1

2
gijT ) = 8π(Tij − 1

2
gijT ). (2.114)

一致的能动量张量的分量。组成 NP 标架的基本方程是转换关系(2.97)，(2.98)，Ricci 恒等

式(2.102)，消元关系(2.103)和 Bianchi恒等式(2.112)，(2.113)。但是，我们并不知道这些方程

的目的是什么，在什么意义上它们能代替 Einstein场方程或与之等价。

4. Teukolsky方程

4.1 Kerr时空中的 Kinnersley标架

假设引力波的传播方向为 z 方向，则在无穷远处的平直时空，可以很容易得到两个类光

方向 lµ = 1√
2(dt+dz),nµ = 1√

2(dt−dz)，以及另外两个复的类光方向mµ = 1√
2(dx+ idy),m̄µ =
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1√
2(dx− idy)。不难看出，它们满足正交归一关系(2.70)，(2.71)，(2.72)。Kerr度规为

gµν =



−(1 − 2Mr/Σ) 0 0 −2Mar sin2 θ/Σ

0 Σ/∆ 0 0

0 0 Σ 0

−2Mar sin2 θ/Σ 0 0 sin2 θ (r2 + a2 + 2Ma2r sin2 θ/Σ)


, (2.115)

其中 ∆ = r2 − 2Mr + a2，Σ = r2 + a2 cos2 θ。注意将∆与(2.76)式定义的方向导数算符∆进

行区分。取标架 {(a), (b), (c), (d)}也为 {t, r, θ, φ},则

gµν = e(a)µη
(a)(b)e(b)ν

=



e(t)t e(t)r e(t)θ e(t)φ

e(r)t e(r)r e(r)θ e(r)φ

e(θ)t e(θ)r e(θ)θ e(θ)φ

e(φ)t e(φ)r e(φ)θ e(φ)φ





−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





e(t)t e(t)r e(t)θ e(t)φ

e(r)t e(r)r e(r)θ e(r)φ

e(θ)t e(θ)r e(θ)θ e(θ)φ

e(φ)t e(φ)r e(φ)θ e(φ)φ


.

(2.116)

16个未知量，10个方程，剩下 6个自由度对应 Lorentz群的自由度。我们有

− e2
(t)t + e2

(r)t + e2
(θ)t + e2

(φ)t = −
(

1 − 2Mr

Σ

)
,

− e2
(t)r + e2

(r)r + e2
(θ)r + e2

(φ)r = Σ
∆
,

− e2
(t)θ + e2

(r)θ + e2
(θ)θ + e2

(φ)θ = Σ,

− e2
(t)φ + e2

(r)φ + e2
(θ)φ + e2

(φ)φ = sin2 θ

(
r2 + a2 + 2Ma2r sin2 θ

Σ

)
,

− e(t)te(t)r + e(r)te(r)r + e(θ)te(θ)r + e(φ)te(φ)r = 0,

− e(t)te(t)θ + e(r)te(r)θ + e(θ)te(θ)θ + e(φ)te(φ)θ = 0,

− e(t)te(t)φ + e(r)te(r)φ + e(θ)te(θ)φ + e(φ)te(φ)φ = −2Mar sin2 θ

Σ
,

− e(t)re(t)θ + e(r)re(r)θ + e(θ)re(θ)θ + e(φ)re(φ)θ = 0,

− e(t)re(t)φ + e(r)re(r)φ + e(θ)re(θ)φ + e(φ)re(φ)φ = 0,

− e(t)θe(t)φ + e(r)θe(r)φ + e(θ)θe(θ)φ + e(φ)θe(φ)φ = 0.

(2.117)

从 Kerr度规中坐标之间的依赖关系，我们自然可以取

e(t)r = e(t)θ = e(r)t = e(r)θ = e(r)φ = e(θ)t = e(θ)r = e(θ)φ = e(φ)r = e(φ)θ = 0. (2.118)
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则上述 10个方程化为 5个

−e2
(t)t + e2

(φ)t = 2Mr

Σ
− 1,

e2
(r)r = Σ

∆
,

e2
(θ)θ = Σ,

−e2
(t)φ + e2

(φ)φ = sin2 θ

(
r2 + a2 + 2Ma2r sin2 θ

Σ

)
,

−e(t)te(t)φ + e(φ)te(φ)φ = −2Mar sin2 θ

Σ
.

(2.119)

于是我们可以得到

e(r)r =
√

Σ
∆
, e(θ)θ =

√
Σ. (2.120)

剩下 4个未知量，三个方程

− e2
(t)t + e2

(φ)t = 2Mr

Σ
− 1 = −∆ − a2 sin2 θ

Σ
,

− e2
(t)φ + e2

(φ)φ = sin2 θ

(
∆ + 2Mr(r2 + a2)

Σ

)
,

− e(t)te(t)φ + e(φ)te(φ)φ = −2Mar sin2 θ

Σ
.

(2.121)

通过第一个式子，我们可以设

e(t)t =
√

∆
Σ
, e(φ)t = −a sin θ√

Σ
. (2.122)

代入后两个式子消元得

Σ(Σ − 2Mr) e2
(t)φ − 4Mra sin2 θ

√
∆Σ e(t)φ − ∆a2 sin4 θ(Σ + 2Mr) = 0. (2.123)

解得

e(t)φ = −a sin2 θ

√
∆
Σ
, e(φ)φ = (r2 + a2) sin θ

Σ
. (2.124)

所以

e(a)µ =



√
∆
Σ 0 0 −a sin2 θ

√
∆
Σ

0
√

Σ
∆ 0 0

0 0
√

Σ 0

−a sin θ√
Σ 0 0 (r2+a2) sin θ

Σ


, (2.125)
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或

e(t) =

√∆
Σ
, 0, 0,−a sin2 θ

√
∆
Σ

 ,
e(r) =

0,
√

Σ
∆
, 0, 0

 ,
e(θ) =

[
0, 0,

√
Σ, 0

]
,

e(φ) =
[
−a sin θ√

Σ
, 0, 0, (r2 + a2) sin θ

Σ

]
.

(2.126)

若引力波沿 r方向传播，则两个实类光方向为

l̃µ = 1√
2

(e(t) − e(r)) =
√

∆
2Σ

[
1,− Σ

∆
, 0,−a sin2 θ

]
,

ñµ = 1√
2

(e(t) + e(r)) =
√

∆
2Σ

[
1, Σ

∆
, 0,−a sin2 θ

]
.

(2.127)

另外两个复类光方向为

m̃µ = 1√
2

(e(θ) − ie(φ)) = 1√
2

[
−a sin θ√

Σ
, 0,−i

√
Σ, (r2 + a2) sin θ

Σ

]
,

˜̄mµ = 1√
2

(e(θ) + ie(φ)) = 1√
2

[
−a sin θ√

Σ
, 0, i

√
Σ, (r2 + a2) sin θ

Σ

]
.

(2.128)

还有两个自由度来自伸缩变换和旋转变换

l̃ → 1
r
l, ñ → rn ⇒ lµnµ = 1,

m̃ → eiθm, ˜̄m → e−iθm̄, ⇒ mµm̄µ = −1.
(2.129)

Kinnersley通过要求(2.77)中定义的（复）自旋系数 ϵ = 1
2(γnll + γmm̄l) = 0消除了最后两个自

由度 [99]，最终得到

lµ = 1
∆
[
a2 + r2,∆, 0, a

]
, (2.130a)

nµ = 1
2Σ

[
a2 + r2,−∆, 0, a

]
, (2.130b)

mµ = 1√
2(r + ia cos θ)

[
ia sin θ, 0, 1, i

sin θ

]
, (2.130c)

m̄µ = 1√
2(r − ia cos θ)

[
−ia sin θ, 0, 1,− i

sin θ

]
. (2.130d)

因此这组标架称为 Kerr时空中 NP标架的 Kinnersley形式或直接称为 Kinnersley标架。
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4.2 Teukolsky方程的推导

我们从 NP标架下的 Einstein场方程

Rab = 8π
(
Tab − 1

2
gabT

)
(2.131)

出发。由(2.94)的定义可得

Φ00 = −1
2
R11 = −4π(Tll − 1

2
η11T ) = −4πTll,

Φ11− = −1
4

(R12 +R34) = −2π(Tln − 1
2
η12T + Tmm̄ + 1

2
η34T ) = −2π(Tln + Tmm̄),

Φ22 = −1
2
R22 = −4πTnn,

Λ = 1
12

(R12 −R34) = 2
3
π(Tln − 1

2
η12T − Tmm̄ + 1

2
η34T ) = 2

3
π(Tln − Tmm̄ − 2T ),

Φ01 = −1
2
R13 = −4πTlm, Φ10 = −1

2
R14 = −4πTlm̄,

Φ02 = −1
2
R33 = −4πTmm, Φ20 = −1

2
R44 = −4πTm̄m̄,

Φ12 = −1
2
R23 = −4πTnm, Φ21 = −1

2
R24 = −4πTnm̄.

(2.132)

我们将用到 Bianchi恒等式(2.112a)，(2.112e)和 Ricci恒等式(2.102b)以及一个另外的等式

(δ̄ − 4α + π)Ψ0 − (D − 4ρ− 2ϵ)Ψ1 − 3κΨ2 (2.133a)

= (δ + π̄ − 2ᾱ− 2β)Φ00 − (D − 2ϵ− 2ρ̄)Φ01 + 2σΦ10 − 2κΦ11 − κ̄Φ02,

(∆ − 4γ + µ)Ψ0 − (δ − 4τ − 2β)Ψ1 − 2σΨ2 (2.133b)

= (δ + 2π̄ − 2β)Φ01 − (D − 2ϵ+ 2ϵ̄− ρ̄)Φ02 − λ̄Φ00 + 2σΦ11 − 2κΦ12,

(D − ρ− ρ̄− 3ϵ+ ϵ̄)σ − (δ − τ + π̄ − ᾱ− 3β)κ− Ψ0 = 0, (2.133c)

[D − (p+ 1)ϵ+ ϵ̄+ qρ− ρ̄](δ − pβ + qτ) (2.133d)

= [δ − (p+ 1)β − ᾱ + π̄ + qτ ](D − pϵ+ qρ),

其中 p和 q为两个任意常数，它们来自(2.129)式中变换的自由度，在Kinnersley标架中取 p = 2，

q = −4，即

(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)(δ − 2β − 4τ) = (δ − 3β − ᾱ + π̄ − 4τ)(D − 2ϵ− 4ρ). (2.134)

利用(2.130)定义的 Kinnersley标架可以得到Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0，κ = σ = ν = λ = 0，所

有的 Φab和 Tab均为零，将(2.133a)，(2.133b)，(2.133c)式展开到一阶，得到

(δ̄ − 4α + π)AΨB
0 − (D − 4ρ− 2ϵ)AΨB

1 − 3κBΨA
2 (2.135a)
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= 4π[(δ + π̄ − 2ᾱ− 2β)ATBll − (D − 2ϵ− 2ρ̄)TBlm],

(∆ − 4γ + µ)AΨB
0 − (δ − 4τ − 2β)AΨB

1 − 3σBΨA
2 (2.135b)

= 4π[(δ + 2π̄ − 2β)ATBlm − (D − 2ϵ+ 2ϵ̄− ρ̄)TBmm],

(D − ρ− ρ̄− 3ϵ+ ϵ̄)AσB − (δ − τ + π̄ − ᾱ− 3β)AκB − ΨB
0 = 0, (2.135c)

其中 A代表零阶，B代表一阶，则 A · B 为一阶，B · B 为二阶小量，舍去。由 Bianchi恒等

式(2.112b)，(2.112f)可知，背景项的 Ψ2，即 ΨA
2 满足

DΨA
2 = 3ρΨA

2 , δΨA
2 = 3τΨA

2 . (2.136)

所以将(2.135c)式两边同乘 ΨA
2 可以改写为

(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)ΨA
2 σ

B − (δ + π̄ − ᾱ− 3β − 4τ)ΨA
2 κ

B − ΨB
0 ΨA

2 = 0. (2.137)

由于(2.134)式和(2.135c)式的存在，将(2.135b)式乘 (D − 3ϵ + ϵ̄ − 4ρ − ρ̄) 减去(2.135a)式乘

(δ − 3β − ᾱ + π̄ − 4τ)可得

(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)A(∆ − 4γ + µ)AΨB
0 − 3(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)AσBΨA

2

− (δ − 3β − ᾱ + π̄ − 4τ)A(δ̄ − 4α + π)AΨB
0 + 3(δ − 3β − ᾱ + π̄ − 4τ)AκBΨA

2

=(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)A(∆ + 4γ + µ)AΨB
0

− (δ − 3β − ᾱ + π̄ − 4τ)A(δ̄ − 4α + π)AΨB
0 − 3ΨB

0 ΨA
2 = 4πT0,

(2.138)

其中

T0 =(D − 3ϵ+ ϵ̄− 4ρ− ρ̄)A[(δ + 2π̄ − 2β)ATBlm − (D − 2ϵ+ 2ϵ̄− ρ̄)ATBmm]

+ (δ + π̄ − ᾱ− 3β − 4τ)A[(D − 2ϵ− 2ρ̄)ATBlm − (δ + π̄ − 2ᾱ− 2β)ATBll ],
(2.139)

通过标架的调换

l ↔ n, m ↔ m̄, (2.140)

可以直接写出第二个方程（我们省去所有零阶指标 A）

[(∆ + 3γ − γ̄ + 4µ+ µ̄)(D + 4ϵ− ρ)

− (δ̄ − τ̄ + β̄ + 3α + 4π)(δ − τ + 4β) − 3Ψ2]ΨB
4 = 4πT4,

(2.141)

其中

T4 =(∆ + 3γ − γ̄ + 4µ+ µ̄)[(δ̄ − 2τ̄ + 2α)Tnm̄ − (∆ + 2γ − 2γ̄ + µ̄)Tm̄m̄]

+ (δ̄ − τ̄ + β̄ + 3α + 4π)[(∆ + 2γ + 2µ̄)Tnm̄ − (δ̄ − τ̄ + 2β̄ + 2α)Tnn].
(2.142)
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这就是 Teukolsky方程中的两个引力场方程在 NP标架下的表示。将 Kerr度规

ds2 =
(

1 − 2Mr

Σ

)
dt2 + 4Mar sin2 θ

Σ
dtdφ− Σ

∆
dr2 − Σdθ2

− sin2 θ
(
r2 + a2 + 2Ma2r sin2 θ

Σ

)
dφ2,

(2.143)

代入计算得，不为零的旋转系数为

ρ = − 1
r − ia cos θ

, (2.144a)

β = − ρ̄ cot θ
2
√

2
= cot θ

2
√

2(r + ia cos θ)
, (2.144b)

π = iaρ2 sin θ√
2

= ia sin θ√
2(r − ia cos θ)2

, (2.144c)

τ = − iaρρ̄ sin θ√
2

= − ia sin θ√
2(r2 + a2 cos2 θ)

, (2.144d)

µ = ρ2ρ̄∆
2

= − r2 − 2Mr + a2

2(r − ia cos θ)2(r + ia cos θ)
, (2.144e)

γ = µ+ ρρ̄
r −M

2
= −a2 +Mr + ia(M − r) cos θ

2(r − ia cos θ)2(r + ia cos θ)
, (2.144f)

α = π − β̄ = −r cot θ + ia(1 + csc2 θ) sin θ
2
√

2(r − ia cos θ)2
. (2.144g)

唯一不为零的Weyl标量为

Ψ2 = Mρ3 = − M

(r − ia cos θ)3 . (2.145)

经过一系列冗长的化简可以得到 Teukolsky 方程在 Boyer-Lindquist 坐标 (t, r, θ, φ) 下的形式

[104, 112]，Teukolsky发现不同自旋的场满足的一阶微扰方程可以统一写成如下形式：[(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

]
∂2ψ

∂t2
+ 4Mar

∆
∂2ψ

∂t∂φ
+
[
a2

∆
− 1

sin2 θ

]
∂2ψ

∂φ2

−∆−s ∂

∂r

(
∆s+1∂ψ

∂r

)
− 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂ψ

∂θ

)
− 2s

[
a(r −M)

∆
+ i cos θ

sin2 θ

]
∂ψ

∂φ

− 2s
[
M(r2 − a2)

∆
− r − ia cos θ

]
∂ψ

∂t
+ (s2 cot2 θ − s)ψ = 4πΣT,

(2.146)

其中 s为自旋权重，ψ代表波函数，T 与物质有关。对于不同自旋的场，Teukolsky方程的形

式不变，只是 s, ψ, T 发生了改变，具体如表2.1。

4.3 Teukolsky方程的解法

Teukolsky方程是一个典型的 Sturm-Liouville方程，运用数理方程的知识，可以通过分离

变量的方法先解齐次方程，再将非齐次项按照齐次方程的本征函数展开，得到最终的结果。
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场 ψ s T

标量场 Φ 0 □Φ = 4πT

Dirac场 χ0/ρ
−1χ1

1
2/− 1

2 0

电磁场 ϕ0/ρ
−2ϕ2 1/-1 J0/ρ

−2J2

引力场 ΨB
0 /ρ

−4ΨB
4 2/-2 2T0/2ρ−4T4

表 2.1 Teukolsky方程中不同自旋的场和源的表达式。

首先解 T = 0时的齐次方程，由于 Kerr时空是轴对称的，因此可以做如下分离变量：

ψ = e−iωteimφS(θ)R(r). (2.147)

代入方程(2.146)化简得到 S(θ)满足的角向方程

1
sin θ

d
dθ

(
sin θdS

dθ

)
+
(
a2ω2 cos2 θ − (m+ s cos θ)2

sin2 θ
− 2aωs cos θ + s+ A

)
S = 0, (2.148)

和 R(r)所满足的径向方程

∆−s d
dr

(
∆s+1 dR

dr

)
+
(
K2 − 2is(r −M)K

∆
+ 4isωr − λ

)
R = 0, (2.149)

其中 K ≡ (r2 + a2)ω − am，λ ≡ A+ a2ω2 − 2amω，A为角向方程的本征值（eigenvalue）。

4.3.1 角向方程 S(θ)

方程(2.148)的解被称为带有自旋权重的椭球谐函数 (Spin-Weighted Spheroidal Harmonic

Function，SWSH)，它可以自洽地将旋量理论引入广义相对论。SWSH是由Newman和 Penrose

在 1966年研究 Bondi-Metzner-Sachs（BMS）群结构时所发展的 [113]自旋权重球谐（spherical

harmonics）函数，通过加入 Kerr黑洞角动量参数 a得到。如果用退化的逻辑来看，当 aω = 0

时，方程(2.148)退化为 spin-weighted球谐方程

1
sin θ

d
dθ

(
sin θdY

dθ

)
+
(
s− (m+ s cos θ)2

sin2 θ
+ A

)
Y = 0. (2.150)

进一步令 s = 0，方程退化为球谐方程

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ
Ylm

)
+
[
l(l + 1) − m2

sin2 θ

]
Ylm = 0, (2.151)

其解就是球谐函数 Ylm，本征值为 A = l(l + 1)。为了避免符号的混淆，我们之后统一用 Ylm

来标记球谐函数，用 sYlm 来标记 spin-weighted球谐函数（即 0Ylm = Ylm），用 sS
aω
lm 来标记

SWSH（即 sS
0
lm = sYlm）。其中 Ylm → sYlm 的变换可以通过定义升降算符 ð, ð̄的方式解析得

到。下面我们来推导升降算符的表达式：
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考虑一个量 η的 Lorentz变换

η → eisΛη. (2.152)

如果 η 为标量（即 s = 0），则它在 Lorentz变换下保持不变（或称为一个 Lorentz标量）。反

之，Lorentz变换将告诉我们这个量的自旋，如mµ → eiΛmµ，m̄µ → e−iΛm̄µ，即mµ和 m̄µ为

矢量。由于我们想研究角向方程的变换，所有的操作都是在 (θ, φ)平面中进行，与 (t, r)无关。

我们可以构造

α = mµm̄ν∇νm̄µ. (2.153)

则它的 Lorentz变换为

α →
(
eiΛmµ

) (
e−iΛm̄ν

)
∇ν

(
e−iΛm̄µ

)
= e−iΛmµ (−im̄µm̄

ν∇νΛ + m̄ν∇νm̄
µ)

= e−iΛ (α + im̄ν∇νΛ) ,

(2.154)

其中最后一个等号用到了mµm̄µ = −1的性质。从 Lorentz变换的结果可以看出，α本身并不

是一个张量，也无法定义它的自旋。但是，对于一个自旋为 s的量 η，我们可以定义升降算符

ðη = mµ∇µη + ᾱsη, (2.155a)

ð̄η = m̄µ∇µη − αsη. (2.155b)

通过 Lorentz变换，我们可以验证 ðη的自旋为 s+ 1，ð̄η的自旋为 s− 1。这里给出前者的证

明：

ðη →
(
eiΛmµ

)
∇µ

(
eisΛη

)
+ eiΛ (ᾱ− imµ∇µΛ) s

(
eisΛη

)
= ei(s+1)Λ [mµ∇µη +((((((((ismµ (∇µΛ) η + sᾱη −((((((((ismµ (∇µΛ) η]

= ei(s+1)Λðη.

(2.156)

为了简化计算，我们考虑 (θ, φ)平面中

mµ =
(

1, i
sin θ

)
, gµν =

1 0

0 sin2 θ

 , µ, ν = θ, φ. (2.157)

它表征了Kinnersley标架(2.130)在无穷远处的渐进行为（即渐进平直的性质），因而∇µ → ∂µ。

计算得

α = mθ
(
m̄θ∂θ + m̄φ∂φ

)
m̄θ +mφ

(
m̄θ∂θ + m̄φ∂φ

)
m̄φ

= mφm̄θ∂θm̄φ = i
sin θ

∂θ (−i sin θ) = cos θ.
(2.158)
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于是我们得到升降算符的最终表达式

ðη ≡ − sins θ
(
∂θ + i

sin θ
∂φ

) (
sin−s η

)
= −

(
∂θ + i

sin θ
∂φ − s cot θ

)
η, (2.159a)

ð̄η ≡ − sin−s θ
(
∂θ − i

sin θ
∂φ

)
(sins η) = −

(
∂θ − i

sin θ
∂φ + s cot θ

)
η. (2.159b)

还可以得到对易关系

[
ð̄, ð

]
η = ð̄ðη − ðð̄η = 2sη. (2.160)

需要注意的是，这里的推导采取的是一种最简便的形式，但从中并没有体现出 Newman 和

Penrose研究这个问题的初衷，也没有解释为什么在(2.157)式要取无穷远处的渐进形式，因此

强烈推荐对这些问题感兴趣的读者参考 Newman和 Penrose的原文章 [113]。

接下来，我们正式推导 spin-weighted球谐函数所满足的方程。spin-weighted球谐函数定

义为

sYlm(θ, φ) =



√
(l−s)!
(l+s)!ð

sYlm(θ, φ), 0 ⩽ s ⩽ l√
(l+s)!
(l−s)!(−)sð̄sYlm(θ, φ), −l ⩽ s ⩽ 0

0, |s| > l

. (2.161)

利用定义可以导出如下性质

sȲlm = (−)m+s
−sYl,−m, (2.162a)

ðsYlm =
√

(l − s)(l + s+ 1) s+1Ylm, (2.162b)

ð̄sYlm = −
√

(l + s)(l − s+ 1) s−1Ylm, (2.162c)

ð̄ðsYlm = −(l − s)(l + s+ 1)sYlm. (2.162d)

其实(2.162d)式就是 sYlm所满足的本征函数，带入 ð, ð̄的表达式化简得

ð̄ðsYlm(θ, φ) = ð̄
[(

−∂θ − i
sin θ

∂φ + s cot θ
)
sYlm(θ, φ)

]
= ð̄

[
−∂θsYlm(θ, φ) + m+ s cos θ

sin θ sYlm(θ, φ)
]

= −
[
∂θ + m

sin θ
+ (s+ 1) cot θ

] [
−∂θsYlm(θ, φ) + m+ s cos θ

sin θ sYlm(θ, φ)
]

= ∂2
θ sYlm + cot θ∂θsYlm −

(
m+ s cos θ

sin θ

)2

sYlm + ssYlm

= 1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ∂sYlm

∂θ

)
+
[
s− (m+ s cos θ)2

sin2 θ

]
sYlm.

(2.163)
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将(2.162d)式右侧带入得

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ∂sYlm

∂θ

)
+
[
l(l + 1) − s2 − (m+ s cos θ)2

sin2 θ

]
sYlm = 0. (2.164)

将(2.150)式与(2.164)式对比得

s+ A = l(l + 1) − s2. (2.165)

因此我们将 spin-weighted球谐函数的本征值，即(2.150)式中的A记为 sAl ≡ l(l+1)−s(s+1).

spin-weighted球谐函数具有正交完备性

∫
dΩsȲl′m′sYlm = δll′δmm′ , dΩ = sin θdθdφ, (2.166a)∑

lm

sYlm(θ′, φ′)sYlm(θ, φ) = δ(cos θ′ − cos θ)δ(φ′ − φ). (2.166b)

方程(2.164)的解最终可以写成

sYlm(θ, φ) =(−1)meimφ

√√√√(l +m)!(l −m)!(2l + 1)
4π(l + s)!(l − s)!

kmax∑
k=kmin

(l − s

k

)(
l + s

k + s−m

)

× (−1)l−k−s cos2k+s−m
(
θ

2

)
sin2l−2k−s+m

(
θ

2

),
(2.167)

其中 kmin = max(0,m− s)，kmax = min(l − s, l +m)。

这样我们就处理完了自旋权重 s的部分，下面考虑Kerr黑洞自旋系数 a的影响。从(2.148)可

以看出，实际上 aω作为一个整体出现，可以单独定义椭球率（spheroidicity）γ ≡ aω为(2.148)中

的一个参数。如果 s = 0但 aω ̸= 0，SWSH退化为椭球函数（SH）

1
sin θ

d
dθ

(
sin θd0S

aω
lm

dθ

)
+
(
a2ω2 cos2 θ − m2

sin2 θ
+ A

)
0S

aω
lm = 0. (2.168)

它也早已被人们在处理轴对称波动方程时进行过细致的研究 [114]，这里不再赘述。而对于(2.148)，

通过令 x ≡ cos θ以及 γ = aω，我们可以将方程改写为

d
dx

[
(1 − x2) d

dx s
Sγlm(x)

]
+
[
γ2x2 − 2γsx+ s− (m+ γx)2

1 − x2 + sAlm(γ)
]
sS

γ
lm(x) = 0, (2.169)

其中 sAlm = sAlm(γ)为本征值，由前面的推导可知 sAlm(0) = sAl = l(l + 1) − s(s+ 1)。历史

上，人们为了求解方程(2.169)发展出了很多方法，其中最实用的当属 Leaver的连分数递推关

系法 [115–117]，和 Hughes的球谐展开法 [109, 118, 119]。由于在之后介绍黑洞 QNM的章节

将专门介绍 Leaver的连分数法，这里我们采用球谐展开的方法，也就是将本征值 sAlm(γ)和

本征函数 sS
γ
lm(θ) ≡ sSlm(θ; γ)都用 γ 展开的方法。从物理的角度来看，对于一个固定的自旋
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s，每一个 sSlm(x; γ ̸= 0)都相当于把时空沿着对称轴拉伸或者压缩，从而可以在 sSlm(x; 0)的

基础上叠加其他 γ = 0的模式展开，也就是将“椭球谐函数”用“球谐”展开，即

sSlm(x; γ) =
∞∑

l′=lmin

sCl′lm(γ)sSlm(x; 0) =
(
C⃗l
)T
S⃗l, (2.170)

其中 lmin = max (|m|, |s|)，sCl′lm(γ)是第 l 阶 SW椭球谐函数用第 l′ 阶 SW球谐函数展开的

系数。前者的限制源于 |m| ≤ l和(2.161)定义的 |s| ≤ l，后者之所以不用m展开是因为 γ = 0

时本征值 sAl 与m无关。由此定义的两个列向量 C⃗l 和 S⃗l 原则上都是无穷维的。但在实际的

数值计算中，我们设置一个截断 lmax → ∞，于是这两个向量为 L = lmax − lmin + 1维。

将(2.170)式代入(2.169)式得

MC⃗l = sAlm(γ)C⃗l, (2.171)

其中M是一个 L× L矩阵，sAlm(γ)是其本征值。其矩阵元Mll′ 的表达式为

Mll′ =



−γ2Al′m l′ = l − 2,

−γ2Dl′m + 2γsFl′m l′ = l − 1,

sAl − γ2Bl′m + 2γsHl′m l′ = l,

−γ2El′m + 2γsGl′m l′ = l + 1,

−γ2Cl′m l′ = l + 2,

0 otherwise,

(2.172)

其中

Alm = FlmF(l+1)m, (2.173a)

Blm = FlmG(l+1)m + GlmF(l−1)m + H2
lm, (2.173b)

Clm = GlmG(l−1)m, (2.173c)

Dlm = FlmH(l+1)m + FlmHlm, (2.173d)

Elm = GlmH(l−1)m + GlmHlm, (2.173e)

Flm =

√√√√ (l + 1)2 −m2

(2l + 3)(2l + 1)
(l + 1)2 − s2

(l + 1)2 , (2.173f)

Glm =


√

l2−m2

4l2−1
l2−s2

l2
l ̸= 0

0 l = 0
, (2.173g)

Hlm =


− ms
l(l+1) l ̸= 0 and s ̸= 0

0 l = 0 or s = 0
. (2.173h)
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通过数值计算这个三对角矩阵 M 的本征值 sAlm(γ) 和本征向量 C⃗l，然后将其带入(2.170)并

结合前面已经给出的 spin-weighted球谐函数表达式(2.167)，我们就得到了 SWSH的完整结果

sS
aω
lm(θ) ≡ sSlm(θ; γ)。通过调节

∣∣∣C⃗∣∣∣的大小，使得 SWSH满足归一化条件

∫ π

0
|sSaωlm(θ)|2 sin θdθ = 1

2π
, (2.174)

从而

∫
sS̄

aω
l′m′(θ, φ)sSaωlm(θ, φ)dΩ =

∫ 2π

0
ei(m−m′)φdφ

∫ π

0
sS̄

aω
l′m′(θ)sSaωlm(θ) sin θdθ = δll′δmm′ . (2.175)

图 2.7 SWSH 示意图。左中右三列分别是 l = m = 2 模式，l = m = 3 模式，l = m = 4 模式下的

Re [sSaω
lm(θ, φ)]。第一行设置 s = 0, aω = 0.5，第二行设置 s = −2, aω = 0，第三行设置 s = −2, aω = 1.5。
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图 2.7展示了归一化后的 SWSH示意图，可以看出自旋权重 s改变图像的分支形态，椭

球率 γ = aω将图像沿对称轴方向（θ = 0, π）拉长。图像使用 Black Hole Perturbation Toolkit

中的 Mathematica代码 SpinWeightedSpheroidalHarmonics.m绘制 [120]。

4.3.2 径向方程 R(r)

通过上一节中对 SWSH的讨论，我们得知(2.148)的本征值 sAlm(γ)与 s, l,m, aω 均有关，

因而径向方程(2.149)中的分离变量参数 λ ≡ sλ
aω
lm = sAlm(aω) + a2ω2 − 2maω 也与这些量有

关。所以我们通常将方程(2.149)的解记为 R(r) ≡ sRlmω(r)。

同样地，为了描述微扰方程在视界处的行为，我们类比(2.13)式定义 Kerr时空中的乌龟

坐标

dr∗

dr
= r2 + a2

∆
, (2.176)

其积分形式为

r∗ = r + 2Mr+

r+ − r−
ln r − r+

2M
− 2Mr−

r+ − r−
ln r − r−

2M
, (2.177)

其中 r± = M ±
√
M2 − a2 为 ∆ = 0的两个根，分别代表 Kerr黑洞的外视界（事件视界）和

内视界（Cauchy视界）。定义函数

Y (r) ≡ ∆s/2(r2 + a2)1/2R. (2.178)

于是

dY
dr∗

= dr
dr∗

dY
dr

= ∆
r2 + a2

dY
dr
, (2.179a)

d2Y

dr2
∗

= d
dr∗

dY
dr∗

= d
dr∗

( ∆
r2 + a2

dY
dr

)
= ∆
r2 + a2

d
dr

( ∆
r2 + a2

dY
dr

)
. (2.179b)

因此方程(2.149)化为

d2Y

dr2
∗

+
[
K2 − 2is(r −M)K + ∆(4iωsr − λ)

(r2 + a2)2 −G2 − dG
dr∗

]
Y = 0, (2.180)

其中

G = s(r −M)
r2 + a2 + ∆r

(r2 + a2)2 . (2.181)

虽然在(2.178)式的变换下方程(2.180)中不再含有一阶导数项，它仍然十分复杂，无法被解析

求解。但这不妨碍我们研究这个它在无穷远处（r → ∞或 r∗ → ∞）和视界处（r → r+ 或

r∗ → −∞）的渐进行为。
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首先来看无穷远处的渐进行为，将方程(2.180)在 r → ∞处展开保留到 r−1可得

Y,r∗r∗ +
(
ω2 + 2iωs

r

)
Y = 0. (2.182)

这方程可以用常数变易法求解，忽略 r−1项得

Y,r∗r∗ + ω2Y = 0. (2.183)

解得

Y ∼ e±iωr∗ , (2.184)

这里∼表示正比于，因为在前面乘任意因子Y (r)还是原方程的解。在其基础上设方程(2.182)的

解为

Y = u±(r)e±iωr∗ (2.185)

求导并取 r → ∞得

Y,r∗ =
(

∆
r2 + a2u±,r ± iωu±

)
e±iωr∗ ≃ (u±,r ± iωu)e±iωr∗ . (2.186)

求二阶导得

Y,r∗r∗ = (���u±,rr ± iωu±,r ± iωu±,r − ω2u±)e±iωr⋆ ≃ (±2iωu±,r − ω2u±)eiωr⋆

, (2.187)

其中 u±,rr 在无穷远处相比于 u±,r 是高阶小量，故忽略。将二阶导的表达式代入(2.182)得

Y,r∗r∗ +
(
ω2 + 2iωs

r

)
Y =

(
±2iωu±,r + 2iωsu±

r

)
e±iωr∗ = 0, (2.188)

即

±u±,r + su±

r
= 0 ⇒ u±(r) ∼ r∓s. (2.189)

因此方程(2.182)的解为

Y (r → ∞) ∼ r∓se±iωr∗ . (2.190)

由此得到 Teukolsky函数在无穷远处的渐进行为

R(r → ∞) ∼ 1
rs±s+1 e±iωr∗ . (2.191)

在 r → r+处，方程(2.180)化为

d2Y

dr2
∗

+
[
p− is(r+ −M)

2Mr+

]2

Y = 0 (2.192)
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其中 p ≡ ω − am/2Mr+，解得

Y (r → r+) ∼ e±i[p−is(r+−M)/(2Mr+)]r∗ = e±ipes(r+−M)r∗/(2Mr+) ∼ ∆±s/2e±ip. (2.193)

上式最后一步源于(2.177)中 r∗(r → r+) ∼ ln ∆ + const。于是得到外视界处 Teukolsky函数的

渐进行为

R(r → r+) ∼ ∆(−1±1)s/2e±ipr∗ . (2.194)

图 2.8径向 Teukolsky函数的共形图（Penrose图）。下方两幅图出现于 Chrzanowski和Misner在 1974年发

表的文章 [121]，是上方两幅图的原始形式。“in”这个组基物理上表示从无穷远处入射的引力波被 Kerr势

垒散射后，一部分越过势垒被吸收进入黑洞，另一部分被反射回无穷远处；“up”这组基物理上表示在视

界附近出射的引力波被 Kerr势垒散射后，一部分越过势垒传播到无穷远处，另一部分被反射进入黑洞。

数学上，我们可以用(2.191)和(2.194)的渐进行为通过施加不同的边界条件构造四组基函

数，也就是所谓的“in/up/out/down”基，它们可以写为

sR
in
lmω(r) =


0 + sR

in,trans
lmω ∆−se−ipr∗ r → r+

sR
in,ref
lmω r

−1−2se+iωr∗+ sR
in,inc
lmω r

−1e−iωr∗ r → ∞
, (2.195a)

sR
up
lmω(r) =

 sR
up,inc
lmω e+ipr∗ + sR

up,ref
lmω ∆−se−ipr∗ r → r+

sR
up,trans
lmω r−1−2se+iωr∗ + 0 r → ∞

, (2.195b)
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sR
out
lmω(r) =

 sR
out,trans
lmω e+ipr∗+ 0 r → r+

sR
out,inc
lmω r−1−2se+iωr∗+ sR

out,ref
lmω r−1e−iωr∗ r → ∞

, (2.195c)

sR
down
lmω (r) =

s
Rdown,ref
lmω e+ipr∗ + sR

down,inc
lmω ∆−se−ipr∗ r → r+

0 + sR
down,trans
lmω r−1e−iωr∗ r → ∞

. (2.195d)

这四组基的渐进振幅上标中的“inc=incident”，“ref=reflection”，“trans=transmission”，它

们的物理含义已经在(2.16)式以及图 2.3中做了十分详细的说明。一般来说，上述 4组基函数

中任意两个就可以构成完备基（囊括了四种边界条件），可以用来构造任意齐次解。一般用

“in-up”这组基，因为它们满足在视界处纯入射和无穷远处纯出射的边界条件，是经典引力理

论下“物理的”边界条件，如图2.8。为了第三章第2节计算 EMRI波形的需要，我们进一步对

渐近解(2.195)对“in-up”基在引力场 s = ±2情形下的渐进行为进行理解：当 s = 2时，在

r → ∞处内行波 e−iωr∗ 以 1/r的速度衰减，而外行波 eiωr∗ 以 1/r5的速度衰减，因此 s = 2对

应的 ψ = ΨB
0 能够描述无穷远处内行波的行为；当 s = −2时，在 r → ∞处内行波 e−iωr∗ 以

1/r 的速度衰减，而外行波 eiωr∗ 以 r3 的速度发散，但 s = −2对应 ψ = ρ−4ΨB
4 = r4ΨB

4，除

去 r4 的因子后发现 Ψ4 的内行波以 1/r5 衰减，外行波以 1/r衰减，即 s = −2能够描述无穷

远处外行波的行为。根据Weyl标量的定义(2.91)，我们可以得到

ΨB
4 (r → ∞) = −

(
RB
tθtθ −RB

tθtφ

)
= −ω2

2
(hθθ − ihθφ) = −ω2

2
(h+ − ih×) . (2.196)

因此 EMRI波形的求解主要关注 s = −2的微扰方程。

(2.195)式中展示的只是方程(2.149)的渐进解。如果我们想得到每个基函数的完整解，即

在任意 r+ < r < ∞（−∞ < r∗ < ∞）处 R(r) 的值，则需要数值积分或者将其用特殊函

数展开。在不同的方法中，最常用的有 Misao Sasaki 和 Takashi Nakamura 于 1981 年发展的

Sasaki-Nakamura方法 [122]；Shuhei Mano，Hisao Suzuki和 Eiichi Takasugi于 1996年发展的

MST方法 [123]；Batic和 Schmid在 2007年将 Teukolsky方程转换为 Heun方程的解法 [124]。

这些方法各有优劣，其中MST方法的解析性最好，但它起初是基于低频展开 ωM ≪ 1。后来

Fujita和 Tagoshi通过定义“renormalized angular momentum”ν 的方式将其拓展到高频，使得

MST 成为了一个通用的方法 [125, 126]。上述各种方法的具体细节和数值实现并非本文的重

点，因此不做过多的介绍，感兴趣的读者可以自行阅读相应的参考文献。但仍要说明的一点

是，很多方法的精髓实际上是相通的。如在前面的第2节中，我们详细介绍了 Schwarzschild时

空中 RW方程的解法，它与 Kerr时空中 Sasaki-Nakamura方程的解法是相同的，只是增加了

数值计算的复杂度。同样地，MST方法与之后在第6节中将要介绍的连分数法计算黑洞 QNM

本质上是相同。
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5. Chandrasekhar变换与 Sasaki-Nakamura变换

5.1 RWZ方程的 Chandrasekhar变换

在本章第2节中我们介绍了 Schwarzschild 时空中奇宇称微扰的 Regge-Wheeler 方程和偶

宇称微扰的 Zerilli方程。在第4节中我们推导了Kerr时空微扰的 Teukolsky方程。事实上，我们

可以发现，如果将 Teukolsky方程(2.146)中的所有背景时空角动量参数 a取为 0就可以得到一

个 Schwarzschild版本的微扰方程。这个方程也在 1972年被 Bardeen和 Press独立于 Teukolsky

得到 [127]，被称为 Bardeen-Press-Teukolsky（BPT）方程：

r4

∆
∂2ψ

∂t2
− 1

sin2 θ

∂2ψ

∂φ2 − ∆−s ∂

∂r

(
∆s+1∂ψ

∂r

)
− 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂ψ

∂θ

)

− 2si cos θ
sin2 θ

∂ψ

∂φ
− 2s

(
Mr2

∆
− r

)
∂ψ

∂t
+ (s2 cot2 θ − s)ψ = 4πΣT,

(2.197)

其中 ∆ = r2 − 2Mr。同样地，通过分离变量(2.147)，我们可以得到角向方程和径向方程。

前面已经详细地讨论了角向解，也就是 spin-weighted 球谐函数 sYlm(θ, φ)，它的解析表达式

为(2.167)式。径向方程如果用乌龟坐标 r∗表示，则为(2.180)式的简化版本

d2Y

dr2
∗

+
(
ω2 − VY

)
Y = 0, (2.198)

其中

VY(r) = −2isω
r

+ 6isMω + s(s+ 1) + λ

r2 − 2M (s2 + s+ λ− 1)
r3 + M2(s2 − 4)

r4

= −2isω
r

+ 6isMω + l(l + 1)
r2 − 2M (l2 + l − 1)

r3 + M2(s2 − 4)
r4 .

(2.199)

这里第二个等号是因为分离变量常数退化为球对称时空下的 λ = sAl = l(l+ 1) − s(s+ 1)。将

其与(2.14)中 Regge-Wheeler和 Zerilli方程的势能相比较可知，VRW和 VZ是短程势，而 VY为

长程势。这使得 RWZ方程的解在无穷远处和视界处的渐进条件只有相位的依赖，如(2.16)式，

而 BPT方程不同边界条件的渐进行为还对 r或∆有着不同的尺度依赖，如(2.195)式。因此我

们很难对(2.198)用直接数值积分的方法匹配渐进振幅，因为 inc波与 ref波之间相差了很大的

尺度，无法准确地提取它们前面的系数。

Chandrasekhar和 Detweiler在 1975-1978年间发展了一系列方法对 BPT函数做变换，变

换后的方程应当有短程的有效势，并且应当与 RWZ方程联系起来 [128–130]。实际上，BPT

方程本来没有奇宇称和偶宇称的区分，我们可以人为的将它们分离出来，详见 Chandrasekhar

1975 [128]。为了简化讨论，我们只推导奇宇称的 RW方程与 BPT方程之间的相互转换。
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定义微分算符

Λ± = d
dr∗

± iω, Λ2 = Λ+Λ− = Λ−Λ+ = d2

dr2
∗

+ ω2. (2.200)

于是 RW方程(2.12)可以写为

Λ2ΨRW = VRWΨRW. (2.201)

为方便起见，我们再次给出 RW势的具体形式

VRW =
(

1 − 2M
r

)[
l(l + 1)
r2 − 6M

r3

]
= 2

(
1 − 2M

r

)
(βl + 1)r − 3M

r3 , (2.202)

其中 βl = (l − 1)(l + 2)/2。我们定义

WRW = 2r − 3M
r2 . (2.203)

于是 VRW和WRW满足三个恒等式

dVRW

dr∗
+WRWVRW = 6M (r − 2M)2

r6 , (2.204a)

dWRW

dr∗
+ VRW = 2

(
1 − 2M

r

)
βlr + 3M

r3 , (2.204b)

r2

r − 2M
(βlr + 3M)VRW − 3MWRW = 2βl(βl + 1). (2.204c)

如果我们令

X(r) = Λ−Λ−ΨRW +WRWΛ−ΨRW, (2.205)

或等价的

X(r) = VRWΨRW + (WRW − 2iω) Λ−ΨRW. (2.206)

结合恒等式(2.204)，我们可以得到

Λ+X(r) = 6M (r − 2M)2

r6 ΨRW + 2
(

1 − 2M
r

)
βlr + 3M

r3 Λ−ΨRW. (2.207)

通过(2.206)和(2.207)式，我们可以得到逆变换[2
3
βl(βl + 1) + 2M iω

]
ΨRW = r2(βlr + 3M)

3(r − 2M)
X − r6

6(r − 2M)2 (WRW − 2iω) Λ+X,

(2.208a)[2
3
βl(βl + 1) + 2M iω

]
Λ−ΨRW = −MX + r6

6(r − 2M)2VRWΛ+X. (2.208b)
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由(2.208b)式得

Λ+

[
r6

6(r − 2M)2VRWΛ+X −MX

]
=
[2
3
βl(βl + 1) + 2M iω

]
Λ2ΨRW

=
[2
3
βl(βl + 1) + 2M iω

]
VRWΨRW.

(2.209)

再由(2.208a)得

Λ+

[
r6

6(r − 2M)2VRWΛ+X −MX

]
= VRW

[
r2(βlr + 3M)

3(r − 2M)
X − r6

6(r − 2M)2 (WRW − 2iω) Λ+X

]
.

(2.210)

化简得

Λ2X + 4(r − 3M)
r2 Λ+X − 2

(
1 − 2M

r

)
(βlr + 3M)

r3 X = 0. (2.211)

令 X(r) = u(r)Y (r)带入(2.211)式并与(2.198)和(2.199)式（取 s = 2）比较可得

4(r − 3M)
r2 u(r) + 2 du

dr∗
= 0. (2.212)

解得

u(r) = r − 2M
r3 . (2.213)

这样我们就得到了从 Regge-Wheeler-Zerilli函数到 Bardeen-Press-Teukolsky函数的变换：

Y (r) = r3

r − 2M
Λ− [W•Ψ• + Λ−Ψ•] = r3

r − 2M
[V•Ψ• + (W• − 2iω)Λ−Ψ•] , (2.214)

其中 V•的表达式已经在(2.14)式给出，而

WRW = 2r − 3M
r2 , WZ = 2βlr

2 − 3βlMr − 3M2

r2(βlr + 3M)
. (2.215)

5.2 Teukolsky方程的 Sasaki-Nakamura变换

在上一小节中，我们推导了 Schwarzschild 时空中 BPT 方程的 Chandrasekhar 变换。但

是由于 RWZ 方程本身是齐次方程，即(2.197)中 T = 0，因此它只能用于计算不同的场在

Schwarzschild 时空中的传播，而不能计算物质激发的时空扰动（Wheeler：物质告诉时空如

何弯曲）。为了得到非齐次方程的解，我们则需要将代表源的项一同进行变换。事实上，在得

到(2.214)式的变换后，Chandrasekhar和 Detweiler尝试将将其推广到 Kerr时空 [131,132]，通

过对非齐次的径向 Teukolsky方程（(2.149)为齐次方程）

∆−s d
dr

(
∆s+1 dsRlmω

dr

)
− sV sRlmω = −sTlmω, (2.216)

58



北京大学本科生毕业论文 第二章 黑洞微扰论简介

的变换

χd = αd(r)R + βd(r)
∆

dR
dr
, (2.217)

使得新函数 χd(r)满足方程

∆2 d
dr

(
1
∆

dχd
dr

)
− Ud(r)χd = −Tχ, (2.218)

这里已经取 s = −2，下标 d 表示这个变换出自 Detweiler 1977 [131]。这个方程中的有效势

Ud(r) 是短程的，在 Tχ = 0 时将有助于我们数值积分求解 χd(r)。然而 Detweiler 得到的方

程(2.218)中的源项 Tχ在变换后发散得甚至比(2.216)中的 sTlmω 更快。这意味着，如果我们用

Green 函数法构造非齐次方程的解时，将面临一个发散的积分（Green 函数将在下一章计算

EMRI波形时推导，积分的发散性会在第六章第1节详细讨论）。

1982年，为了计算一个有质量粒子落入 Kerr黑洞激发的引力波，Sasaki和 Nakamura推

导出了一个能够兼容非齐次 Teukolsky 方程源项变换的方程 [122]，这个方程被称为 Sasaki-

Nakamura方程，变换被称为 Sasaki-Nakamura变换。它与 Chandrasekhar-Detweiler变换遵循

同样的思想，都是为了让径向微扰方程变为变为短程（short-range）方程，从而在两个边界处

r∗ → ±∞，方程完全由 X,r∗r∗ + [k2 + O(r−2
∗ )]X = 0主导，从而便于数值求解以及解析地研

究其性质。因此对推导感兴趣的读者可以通过上一节的内容进行理解或参考原文章 [122]，这

里不对 Sasaki-Nakamura方程做详细的推导，只展示其结果。对于 s = −2的情形，我们有[
d2

dr∗2 − Flm(r) d
dr∗

− Ulm(r)
]
Xlmω = Slmω(r), (2.219)

其中

Flm(r) = η′

η

∆
r2 + a2 , (2.220a)

Ulm(r) = ∆U1

(r2 + a2)2 +G2 + ∆G′

r2 + a2 − FG, (2.220b)

G = −2(r −M)
r2 + a2 + r∆

(r2 + a2)2 , (2.220c)

U1 = V + ∆2

β

[(
2α + β′

∆

)′

− η′

η

(
α + β′

∆

)]
. (2.220d)

这里的撇号表示对 r求导。Sasaki-Namakura变换表示为

Rlmω = 1
η

[
α∆ + β′
√
r2 + a2

Xlmω − β

∆

(
∆Xlmω√
r2 + a2

)′]
, (2.221)

其中

α = 3iK ′ + λ+ 6∆
r2 − iKβ

∆2 , (2.222a)
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β = ∆
(

−2iK + ∆′ − 4∆
r

)
, (2.222b)

η = c0 + c1

r
+ c2

r2 + c3

r3 + c4

r4 , (2.222c)

这里的系数

c0 = −12iωM + λ(λ+ 2) − 12aω(aω −m), (2.223a)

c1 = 8ia[3aω − λ(aω −m)], (2.223b)

c2 = −24iaM(aω −m) + 12a2
[
1 − 2(aω −m)2

]
, (2.223c)

c3 = 24ia3(aω −m) − 24Ma2, (2.223d)

c4 = 12a4. (2.223e)

方程(2.219)中的源项为

Slmω = η∆W
(r2 + a2)3/2r2 exp

[
−i
∫ rK

∆
dr̃
]
, (2.224)

其中的W 与 Teukolsky方程(2.216)中的源 Tlmω ≡ −2Tlmω 之间的联系为

d2W
dr2 = − r2

∆2 Tlmω(r) exp
[
i
∫ r K

∆
dr̃
]
. (2.225)

由于(2.224)中 S 在无穷远处的W/r3衰减和在视界处的指数衰减，Sasaki-Nakamura方程的源

函数同样也是短程的。对于齐次 Sasaki-Nakamura方程，我们也可以得到其渐进行为

X in(r∗) =


Btrans

SN e−ipr∗ r∗ → −∞

Binc
SNe−iωr∗ +Bref

SNeiωr∗ r∗ → ∞
, (2.226a)

Xup(r∗) =


Cref

SNe−ipr∗ + C inc
SNeipr∗ r∗ → −∞

Ctrans
SN eiωr∗ r∗ → ∞

. (2.226b)

后来，Scott Hughes将 Sasaki-Nakamura变换拓展到任意自旋 s的场，称为 Generalized-Sasaki-

Nakamura（GSN）形式 [133]，Rico K. L. Lo将 GSN的频率空间拓展到复数域，使得 GSN方

法的应用范围变得更加广泛 [109]（强烈推荐对数值计算细节感兴趣的读者阅读 [109]）。

本工作中求解齐次 Teukolsky 方程使用的方法也是先求解 Sasaki-Nakamura 方程，再通

过(2.221)变换得到 Teukolsky函数。个人认为，现在学界对于 Sasaki-Nakamura方程的态度大

多还是将其作为求解 Teukolsky方程的中间媒介，并没有深刻认识到这一方程本身短程性带

来的便利。因此，求解非齐次 Sasaki-Nakamura方程的方法远没有求解非齐次 Teukolsky方程

成熟。这也是本人目前（2025年）对这一领域持续探索的原因。本人当下正在进行的一些工

作，包括 Sasaki-Nakamura 方程的具体应用细节及其拓展，尤其是方程(2.225)的解法，将在

第六章第1节详细介绍和推导。
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6. 黑洞的 Quasi-Normal Mode

准正则模（QNM）理论是伴随于黑洞微扰论产生的。由于径向齐次Teukolsky方程(2.149)是

波动方程，那么在限定了边界条件之后一定会表现为一系列本征模式的叠加。QNM就是一阶

黑洞微扰方程的本征模式。在前面几节中，我们讨论了黑洞微扰方程不同的形式，既可以写成

具有长程势的 Bardeen-Press-Teukolsky方程，又可以写成具有短程势的 Regge-Wheeler-Zerilli

方程和 Sasaki-Nakamura方程。但只要它们描述的是同一种时空，那么在此基础得到的 QNM

也应当是相同的，因此从 QNM中我们可以唯一地提取出背景时空的信息。在此强烈建议对

QNM 历史，理论以及应用感兴趣的读者参考 Berti 2009 的综述 [85]。在本节中，我们仅对

QNM的背后的物理和数值计算的方法进行简要介绍。

6.1 QNM的物理诠释

我们仍是从最简单的 Schwarzschild时空出发来讨论 QNM。现在设想这样一种物理情形：

在距离 Schwarzschild黑洞视界有限远的 r处在某一时刻产生了一个初始的扰动，那么这个扰

动将遵循 RWZ方程(2.12)传播到时空各处。在这种物理情形下，视界处 r → 2M 应当只有入

射波成分，无穷远处 r → ∞只有出射波成分。所以并不存在构造齐次基函数“in”时所设想

的无穷远处入射波和“up”中的视界处出射波（如图2.3和图2.8），即 RW方程的渐近解

ψin
lω →


Atrans
lω e−iωr∗ r∗ → −∞,

Ainc
lω e−iωr∗ + Aref

lω eiωr∗ r∗ → ∞,

ψup
lω →


Binc
lω eiωr∗ +Bref

lω e−iωr∗ r∗ → −∞,

Btrans
lω eiωr∗ r∗ → ∞,

(2.227)

中应当有 Ainc
lω = Binc

lω = 0。或者等价的，两组基的Wronskian

W ≡ dψup
lω

dr∗
ψin
lω − dψin

lω

dr∗
ψup
lω = 2iωAinc

lω = 2iωBinc
lω = 0. (2.228)

这样一组特殊的解就是所谓的准正则模式（QNM）。在由于此时W = 0，因此 in-up基是线性

相关的。再结合(2.17)式的能量守恒，我们可以得到 Aref
lω /A

trans
lω = Btrans

lω /Bref
lω。通过(2.18)式的

归一化约定 Atrans
lω = Btrans

lω = 1，我们可以直接得到 Aref
lω = Bref

lω。

从能量守恒的角度来看，QNM解来自时空中的某些初始扰动，这些扰动中的能量在转播

的过程中逐渐被黑洞吸收或传播到无穷远处从而被耗散。因此这些振动模式并不能长久存在，

而是像阻尼谐振子那样随时间指数衰减，这就是称其为“准（quasi）”正则模式的原因。换

句话说，QNM的频率 ω并非实频率而是复频率，由于分离变量时约定的 Fourier变换因子为
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e−iωt，所以 Im ω < 0，从而振幅是随时间指数衰减的。此外，根据耗散谐振子的理论，对于

RWZ方程的每一个 l 模式（对 Teukolsky方程或 Sasaki-Nakamura方程则是 lm模式），都有

无数个称作“泛音（overtunes）”的衰减更快的模式与之对应。所有模式的 QNM频率总体可

以构成一个频谱，对它们的研究称为“黑洞光谱学（black hole spectroscopy）”。黑洞的“光

谱”反映的是黑洞本身的性质，Schwarzschild黑洞的“光谱”完全由其质量M 决定，Kerr黑

洞的“光谱”完全由其质量M 和角动量参数 a决定。因此通过探测双黑洞并和引力波的“铃

宕（ringdown）”阶段并与 QNM进行匹配，我们可以非常精确地得到黑洞的质量和自旋。除

此之外，对于散射问题，人们定义了“灰体系数（greybody factor）”

Γ = 1
|Ain|

. (2.229)

显然，当入射波的频率越接近 QNM频率时，|Ain|越小 Γ越大，QNM被激发地越剧烈。我们

将看到，除了双黑洞并和（碰撞）之外，b-EMRI这样的三体系统也可以通过共振激发超大质

量黑洞 QNM，这些现象将在第五章第1.1节详细讨论。

6.2 Schwarzschild黑洞 QNM频率的计算

计算 QNM 频率的方法有多种，其中最精确的是 Leaver 的连分数法 [117]。我们还是从

RW方程出发介绍，通过将 dr∗转换回 dr，可以得到

r(r − 2M)d2ψl
dr2 + 2M dψl

dr
+
[
ω2r3

r − 2M
− l(l + 1) + 6M

r

]
ψl = 0, (2.230)

其中 ψl = ΨRW。需要指出，r = 2M 是该方程的正则奇点，其指标为 ρ = ±iω。为满足视界处

的入射波边界条件，即 e−iωr∗ ∼ e−2iMω(r − 2M)−2iMω，我们选择 ρ = −iω。同时，在无穷远

处需满足纯出射波边界条件，即 eiωr∗ ∼ eiωrr2iMω。方程 (2.230)的一个同时满足 r → 2M 和

r → ∞处边界条件的解可表示为级数的形式：

ψl = (r − 2M)−2iMωr4iMωeiωr
∞∑
n=0

an

(
r − 2M

r

)n
. (2.231)

求一阶导得

dψl
dr

= (r − 2M)−2iMωr4iMωeiωr
∞∑
n=0

iω(r2 − 8M2) + 2Mn

r(r − 2M)
an

(
r − 2M

r

)n
, (2.232)

二阶导得

d2ψl
dr2 =(r − 2M)−2iMωr4iMωeiωr

∞∑
n=0

an

(
r − 2M

r

)n −16M2ω2 − 8iMnω + n2

Mr

+ −16M2ω2 − 8iMnω − 4iMω + n2 + n

r2 + −4M2ω2 − 4iMnω + 2iMω + n2 − n

(r − 2M)2

+ 12M2ω2 + 8iMnω − n2

M(r − 2M)
− ω2

.
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(2.233)

将(2.231)，(2.232)，(2.233)式带入(2.230)式得

B0a0+C0a0
r − 2M

r
+

∞∑
n=1

Anan
(
r − 2M

r

)n−1

+Bnan

(
r − 2M

r

)n
+ Cnan

(
r − 2M

r

)n+1
 = 0,

(2.234)

其中

An = n(n− 4iMω),

Bn = −2n2 + 2n(8iMω − 1) + 32M2ω2 + 8iMω − l(l + 1) + 3,

Cn = n2 + n(2 − 8iMω) − 16M2ω2 − 8iMω − 3.

(2.235)

通过逐阶系数，我们可以得到

An+1an+1 +Bnan + Cn−1an−1 = 0, (2.236)

它可以重新整理成

α0a1 + β0a0 = 0, (2.237a)

αnan+1 + βnan + γnan−1 = 0, n = 1, 2, . . . (2.237b)

其中

αn = n2 + (2 − 4iMω)n− 4iMω + 1,

βn = −2n2 + (16iMω − 2)n+ 32M2ω2 + 8iMω − l(l + 1) + 3,

γn = n2 − 8iMωn− 16M2ω2 − 4.

(2.238)

这个三项递推关系通过设定 a0 = 1归一。由于序列
∞∑
n=0

an

(
r − 2M

r

)n
(2.239)

必须是收敛的，(2.231)式才有意义。因此通过递推关系，我们可以得到

αn
an+1

an
+ βn + γn

an−1

an

n→∞= αn
an+1

an
+ βn + γn

an
an+1

= 0. (2.240)

解上面这个方程得

an+1

an

n→∞−→
−βn ±

√
β2
n − 4αnγn

2αn

∣∣∣∣∣∣
n→∞

= 1 ±
√

−4iMω

n1/2 + O
( 1
n

)
. (2.241)
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只有取负号时，序列是一致收敛的，此时对应的频率 ω就是 QNM的频率。运用

αn+1
an+2

an+1
+ βn+1 + γn+1

an
an+1

= 0, (2.242)

我们还可以得到

an+1

an
= −γn+1

βn+1 + αn+1
an+2

an+1

= −γn+1

βn+1 − αn+1γn+2

βn+2 − αn+2γn+3

βn+3 − . . .

. (2.243)

表 2.2最低的几个 QNM频率 GMωnl/c
3，其中M 为 Schwarzschild黑洞的质量

图 2.9 Schwarzschild黑洞 l = 2和 l = 3的 QNM频谱。图片出自 Berti et al., 2009 [85]。

这样的连分数一般记做

an+1

an
= −γn+1

βn+1−
αn+1γn+2

βn+2−
αn+2γn+3

βn+3−
. . . . (2.244)
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因而从 n = 0开始的连分数为

a1

a0
= −γ1

β1−
α1γ2

β2−
α2γ3

β3−
. . . . (2.245)

由(2.237a)可知

a1

a0
= −β0

α0
. (2.246)

我们得到一个方程

0 = β0 − α0γ1

β1−
α1γ2

β2−
α2γ3

β3−
. . . . (2.247)

我们可以任意置换方程(2.247)n次，得到另一个等价的连分数方程[
βn − αn−1γn

βn−1−
αn−2γn−1

βn−2−
. . .

α0γ1

β0

]
=
[
αnγn+1

βn+1−
αn+1γn+2

βn+2−
αn+2γn+3

βn+3−
. . .

]
(n = 1, 2, . . . ). (2.248)

对于任意 n > 0的情况，方程 (2.247)与方程 (2.248)完全等价。我们将它们视为关于 ω（以

及 l）的特征方程，QNM频率 ωln 即为这些方程的根。因而这个问题现已完全转化为求解特

征方程根的数值计算问题。表2.2展示了部分计算结果。由于 n可以取到无穷，因此 QNM频

率构成一个复数空间中的频谱，如图2.9所示。
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第三章 EMRI的波形计算

本章内容主要出自本人在 2023-2024年间学习 EMRI波形计算时的笔记与组会讲稿的整

理。实际上，在计算 EMRI波形的过程中，解析求解黑洞的轨迹与解 Teukolsky方程得到波形

是同等重要的，甚至可以说前者是后者的基础。因此本章中将按照求解逻辑的先后顺序介绍

EMRI波形的计算方法。

1. Kerr时空中有质量粒子的动力学

1.1 守恒量与测地线方程

如果忽略微扰，将小黑洞看做超大质量 Kerr黑洞时空中的一个测试粒子（test particle），

则小黑洞的轨迹应当遵循测地线（geodesic）方程

d2xµ

dτ 2 + Γµαβ
dxα

dτ
dxβ

dτ
= 0, xµ = t, r, θ, φ. (3.1)

但实际上由于 Kerr时空本身的对称性，我们可以得到一些守恒量（constants of motion），来

化简测地线方程。设粒子的 4-动量为 pµ，则我们可以立刻得到第一个守恒量 pµpµ = −µ2（或

者 uµuµ = −1），即约化质量 µ守恒。在 test particle极限下，µ就是粒子的质量。

由于 Kerr 度规 gµν（见(2.115)）中不显含 t 和 φ，因此 Kerr 时空中有两个 Killing 矢量

ξµ(t) = δtµ，ξµ(φ) = δφµ满足 Killing方程

∇νξ(t)µ + ∇µξ(t)ν = 0, ∇νξ(φ)µ + ∇µξ(φ)ν = 0. (3.2)

于是我们可以得到另外两个守恒量

−E = pµξ
µ
(t) = gµνp

µξν(t) = gttp
t + gtφp

φ, (3.3a)

Lz = pµξ
µ
(φ) = gµνp

µξν(φ) = gφtp
t + gφφp

φ, (3.3b)

其中 E 为粒子的能量，Lz 为轴向角动量。反解(3.3)可得

pt = E

Σ

[
(r2 + a2)2

∆
− a2 sin2 θ

]
+ aLz

Σ

(
1 − r2 + a2

∆

)
, (3.4a)

pφ = aE

Σ

(
r2 + a2

∆
− 1

)
+ Lz

Σ

(
1

sin2 θ
− a2

∆

)
. (3.4b)
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除了 µ，E，Lz 之外，Carter于 1968年发现 Kerr时空还有一个隐藏的 Killing张量 [134]，定

义为

Kµν = Σ (lµnν + nµlν) + r2gµν , (3.5)

满足

∇(ρKµν) = 0. (3.6)

这里的 lµ，nµ就是(2.130)式中定义的 Kinnersley标架的协变形式。于是可以得到 Kerr时空的

中 test particle的第四个守恒量 Carter常数

K ≡ Kµνp
µpν = p2

θ + cos2 θ

a (µ2 − E2
)

+
(
Lz

sin θ

)2
 , (3.7)

有时也将 Carter常数定义为

Q = K − (Lz − aE)2. (3.8)

其物理意义在于，当我们取 Schwarzschild极限 a → 0时，K = L2 = L2
x + L2

y + L2
z 表示总角

动量的平方，而 Q = L2 −L2
z = L2

x +L2
y 表示非轴向角动量的平方。当 a ̸= 0时，Q可能小于

零而 K ≥ 0。为了书写的方便，我们用 µ和M 归一化另外三个守恒量，定义 test particle的

能量密度，角动量密度和 Carter常数密度为

E ≡ E

µ
, Lz ≡ Lz

µM
, Q ≡ Q

µ2M2 . (3.9)

于是(3.4)式和(3.7)式中的 pt,θ,φ → ut,θ,φ，E,Lz, Q → E ,Lz,Q。再结合 uµuµ = −1，我们可以

得到一个关于 ur 的方程，这就是完整的 Kerr时空有质量粒子的测地线方程：

Σ dt
dτ

= −a
(
aE sin2 θ − Lz

)
+ r2 + a2

∆
P, (3.10a)

Σ2
(

dr
dτ

)2

= R(r), (3.10b)

Σ2
(

d cos θ
dτ

)2

= Θ(cos θ), (3.10c)

Σdφ
dτ

= −
(
aE − Lz

sin2 θ

)
+ a

∆
P, (3.10d)

这里 θ方向用 cos θ表示，是为了便于后续计算，其中

P (r) = E
(
r2 + a2

)
− aLz, (3.11a)

R(r) = P 2 − ∆
[
r2 + (Lz − aE)2 + Q

]
, (3.11b)

Θ(cos θ) = Q −
[
Q + a2

(
1 − E2

)
+ L2

z

]
cos2 θ + a2

(
1 − E2

)
cos4 θ. (3.11c)
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1.2 束缚态轨道的解析解

观察(3.11)式可以发现，R 只是 r 的函数和 Θ 只是 θ 的函数。但是由于(3.10)左侧均有

Σ = r2 + a2 cos2 θ，所以 r方向和 θ方向的测地线方程仍不能完全解耦。为了得到解耦的测地

线方程，Mino定义了一个新的仿射参数 λ [135]，满足

dτ
dλ

= Σ, (3.12)

于是 (
dr
dλ

)2

= R(r),
(

d cos θ
dλ

)2

= Θ(cos θ). (3.13)

我们将 λ称为Mino time。另外两个方程也可以表示为

dt
dλ

= Tr(r) + Tθ(cos θ) + aLz,
dφ
dλ

= Φr(r) + Φθ(cos θ) − aE , (3.14)

其中

Tr(r) = r2 + a2

∆
P (r), Tθ(cos θ) = −a2E(1 − cos2 θ)

Φr(r) = a

∆
P (r), Φθ(cos θ) = Lz

1 − cos2 θ
.

(3.15)

对于 Newtonian引力下的 Kepler问题，我们一般不用 E，Lz 等守恒量描述轨道的形态，而使

用轨道半通径（semi-letus rectum）p，偏心率（eccentricity）e等有几何对应的量描述。在 Kerr

时空中，我们还需要一个与 Carter常数 Q对应的几何量——轨道倾角（inclination）ι。因此，

我们想知道在 (p, e, ι)的情况下如何计算 (E ,Lz,Q)，这将在下一小节详细介绍。

1.2.1 从轨道参数到守恒量（本节的部分记号与 Ricci旋转系数重复，注意区分）

对于束缚态的轨道，r和 θ都在某个区间范围内做周期性运动。设 rmin ≤ r ≤ rmax，θmin ≤

θ ≤ θmax，其中 θmax = π − θmin，这是因为 Θ(cos θ)在 θ → π − θ下保持不变。这些极值点被

称为转折点（turning points），它们与轨道参数的关系为

rmin = p

1 + e
, rmax = p

1 − e
, θmin + (sgn Lz) ι = π

2
. (3.16)

物理上，我们有

R(rmin) = R(rmax) = 0, Θ(± cos θmin) = 0. (3.17)

借鉴 Schmidt 2002中的记号 [136]，我们利用(3.17)式的性质可以得到

Q = z−

(
β + L2

z

1 − z−

)
, (3.18)
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其中

z− = cos2 θmin, β = a2
(
1 − E2

)
. (3.19)

这样一来，我们就消除了倾角 ι 的自由度，剩下的任务就是推导 (p, e) → (E ,Lz) 的映射。

将(3.18)式带入(3.11b)式得

R(r) = f(r)E2 − 2g(r)ELz − h(r)L2
z − d(r), (3.20)

其中

f(r) = r4 + a2 [r(r + 2M) + z−∆] , (3.21a)

g(r) = 2Mar, (3.21b)

h(r) = r(r − 2M) + z−

1 − z−
∆, (3.21c)

d(r) = (r2 + a2z−)∆. (3.21d)

对于(3.20)式，我们有(3.17)式的两个边界条件。但若 e = 0，即轨道为球对称轨道（或圆轨道，

如果 ι = 0），两个边界条件合并为 rmin = rmax = p = r0。但这时，我们可以列出另一个条件。

假设圆轨道在最小稳定圆轨道（Innermost Stable Circular Orbit, ISCO）之外，则

R′(r = r0) = dR
dr

= dλ
dr

d
dλ

(
dr
dλ

)2

= 2dλ
dr

dr
dλ

d
dλ

dr
dλ

= 2 d2r

dλ2 = 0. (3.22)

两组条件可以合并写成
f1E2 − 2g1ELz − h1L2

z − d1 = 0,

f2E2 − 2g2ELz − h2L2
z − d2 = 0,

(3.23)

其中

(f1, g1, h1, d1) =


(f(rmin), g(rmin), h(rmin), d(rmin)) e > 0,

(f(r0), g(r0), h(r0), d(r0)) e = 0,

(f2, g2, h2, d2) =


(f(rmax), g(rmax), h(rmax), d(rmax)) e > 0,

(f ′(r0), g′(r0), h′(r0), d′(r0)) e = 0.

(3.24)

消去(3.23)式中的 Lz 可得

(
ρ2 + 4ησ

)
E4 − 2 (κρ+ 2ϵσ) E2 + κ2 = 0, (3.25)
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其中

κ =

∣∣∣∣∣∣∣
d1 h1

d2 h2

∣∣∣∣∣∣∣ , ϵ =

∣∣∣∣∣∣∣
d1 g1

d2 g2

∣∣∣∣∣∣∣ , ρ =

∣∣∣∣∣∣∣
f1 h1

f2 h2

∣∣∣∣∣∣∣ , η =

∣∣∣∣∣∣∣
f1 g1

f2 g2

∣∣∣∣∣∣∣ , σ =

∣∣∣∣∣∣∣
g1 h1

g2 h2

∣∣∣∣∣∣∣ . (3.26)

解(3.25)得

E2 =
κρ+ 2ϵσ + 2(sgn Lz)

√
σ(σϵ2 + ρϵκ− ηκ2)

ρ2 + 4ησ
. (3.27)

将其直接带入(3.23)第一式得

Lz = −g1E
h1

+ (sgn Lz)

√√√√g2
1E2

h2
1

+ f1E2 − d1

h1
, (3.28)

这里的 sgn Lz 表示的是粒子运动方向与 Kerr黑洞旋转方向的关系，sgn Lz = 1代表同向旋

转，sgn Lz = −1代表反向旋转。综上，我们得到了 (p, e, ι) → (E ,Lz,Q)的映射。

1.2.2 轨道频率（本节内容主要出自 Fujita & Hikida 2009 [137]）

在这一小节中，我们将 t, r, θ, φ四个时空方向的运动进一步解耦，并提取出这些方向的基

本频率。其中，比较方便实现的是 r方向和 θ方向。如 r方向的一个周期可以表示为从近心点

rmin运动到远心点 rmax，再回到 rmin的过程；θ方向的一个周期可以表示为从赤道面 θ = π/2

运动到最高点 θmin，再回到赤道面 θ = π/2，再运动到最低点 π− θmin，再回到赤道面 θ = π/2

的过程。这些过程中所经历的Mino时可以表示为

Λr =
∮

dr√
R(r)

= 2
∫ rmax

rmin

dr√
R(r)

, Λθ =
∮

d cos θ√
Θ(cos θ)

= 4
∫ cos θmin

0

d cos θ√
Θ(cos θ)

. (3.29)

这两个方向的Mino频率自然地定义为

Υr = 2π
Λr

, Υθ = 2π
Λθ

. (3.30)

对于 t和 φ方向，我们从(3.14)出发，直接对 dλ积分得

t(λ) = Γλ+ t(r)(λ) + t(θ)(λ) = Γλ+ ∆t,

φ(λ) = Υφλ+ φ(r)(λ) + φ(θ)(λ) = Υφλ+ ∆φ,
(3.31)

其中 Γ和 Υφ时 t和 φ关于Mino时 λ的频率，表达式如下：

Γ = Υt(r) + Υt(θ) + aLz, Υφ = Υφ(r) + Υφ(θ) − aE ,

Υt(r) = ⟨Tr(r)⟩λ, Υt(θ) = ⟨Tθ(cos θ)⟩λ,

Υφ(r) = ⟨Φr(r)⟩λ, Υφ(θ) = ⟨Φθ(cos θ)⟩λ,

(3.32)
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此处的

⟨. . .⟩λ ≡ lim
∆λ→∞

(2∆λ)−1
∫ ∆λ

−∆λ
dλ . . . (3.33)

表示长时间的平均。t(r)/(θ)和 φ(r)/(θ)满足

dt(r)

dλ
= Tr(r) − Υt(r) ,

dt(θ)

dλ
= Tθ(cos θ) − Υt(θ) ,

dφ(r)

dλ
= Φr(r) − Υφ(r) ,

dφ(θ)

dλ
= Φθ(cos θ) − Υφ(θ) .

(3.34)

(3.31)式表明 t(λ)和 φ(λ)由两部分组成，第一部分是随着 Mino时 λ的积累的相位，剩下的

两项表示在第一项附近的小振动，它们的频率分别为 2π/Υr 和 2π/Υθ。Mino时 λ是为了方

便计算而选定的，无穷远处观测者真正看到的频率是坐标时 t下的频率，它们之间相差的正

是等效的 Lorentz因子 Γ，即

Ωr = Υr

Γ
, Ωθ = Υθ

Γ
, Ωφ = Υφ

Γ
. (3.35)

在上一小节中，我们通过 turning points的定义得到了 R(r)和 Θ(cos θ)各自的两个零点(3.17)。

根据(3.11)的定义，它们分别为 r和 cos θ的 4次函数，这启发我们将其 R(r)和 Θ(cos θ)进一

步写成

R(r) = (1 − E2)(r1 − r)(r − r2)(r − r3)(r − r4), (3.36a)

Θ(θ) = L2
zϵ0(z− − cos2 θ)(z+ − cos2 θ), (3.36b)

其中

r1 = rmax, r2 = rmin, r3
(A+B) +

√
(A+B)2 − 4AB
2

, r4 = AB

r3
,

A+B = 2M
1 − E2 − (r1 + r2), AB = a2Q

(1 − E2)r1r2
,

ϵ0 = a2(1 − E2)
L2
z

, z− = cos2 θmin, z+ = Q
L2
zϵ0z−

.

(3.37)

看似 r = r3, r = r4以及 cos θ = ±√
z+也是 R(r)和 Θ(cos θ)的零点，但物理上它们是达不到

的，因此它们不是 turning points。于是，(3.29)中定义的Mino周期可以解析地表示为∫ r

r2

dr′√
R(r′)

= 2√
(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

F (arcsin yr, kr),∫ cos θ

0

d cos θ′√
Θ(cos θ′)

= 1
Lz

√
ϵ0z+

F (arcsin yθ, kθ),

(3.38)
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其中

yr =
√
r1 − r3

r1 − r2

r − r2

r − r3
, kr =

√
r1 − r2

r1 − r3

r3 − r4

r2 − r4
, yθ = cos θ

√
z−
, kθ =

√
z−

z+
, (3.39)

F (φ, k)是第一类不完全椭圆积分，定义为

F (φ, k) =

∫ φ

0

dθ√
1 − k2 sin2 θ

=

∫ sinφ

0

dy√
(1 − y2)(1 − k2y2)

. (3.40)

则 r和 θ方向的Mino频率可以解析地表示为

Υr =
π
√

(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)
2K(kr)

, Υθ =
πLz

√
ϵ0z+

2K(kθ)
, (3.41)

其中K(k) ≡ F (π/2, k)代表第一类完全椭圆积分。接下来推导 t, φ方向的Mino频率(3.32)。由

于 r, θ方向的Mino测地线方程是解耦的，并且我们已经知道它们都是周期性的，因此 ⟨. . . ⟩λ
即为每一个周期内的平均

Υt(r) = 2
Λr

∫ r1

r2

Tr(r)√
R(r)

dr, Υt(θ) = 4
Λθ

∫ √
z−

0

Tθ(cos θ)√
Θ(cos θ)

d cos θ,

Υφ(r) = 2
Λr

∫ r1

r2

Φr(r)√
R(r)

dr, Υφ(θ) = 4
Λθ

∫ √
z−

0

Φθ(cos θ)√
Θ(cos θ)

d cos θ.
(3.42)

其中，Υt(θ) ,Υφ(θ) 可以表示成椭圆积分的形式

Υt(θ) = − 2a2EΥθ

πLz
√
ϵ0z+

[(1 − z+)K(kθ) + z+E (kθ)] , (3.43a)

Υφ(θ) = 2Υθ

π
√
ϵ0z+

Π (−z−, kθ) , (3.43b)

其中 E(φ, k)为第二类不完全椭圆积分，Π(φ, c, k)为第三类不完全椭圆积分，它们的定义如

下

E(φ, k) =
∫ φ

0

√
1 − k2 sin2 θdθ, (3.44a)

Π(φ, c, k) =
∫ φ

0

dθ
(1 + c sin2 θ)

√
1 − k2 sin2 θ

. (3.44b)

取 φ = π/2 得到第二类完全椭圆积分 E(k) ≡ E(π/2, k) 和第三类完全椭圆积分 Π(c, k) ≡

Π(π/2, c, k)。另一方面，我们必须重写一下 Tr(r),Φr(r)的表达式，从而能够用椭圆积分表示
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Υt(r) 和 Υφ(r)，即

Tr(r) =Er2 + 2MEr + 2M
r+ − r−

[
(4M2E − aLz)r+ − 2Ma2E

r − r+
− (+ ↔ −)

]

+ (a2 + 4M2)E − aLz (|a| ̸= M),

=Er2 + 2MEr + 2M(4M2E − aLz)
r −M

+ 2M2(2M2E − aLz)
(r −M)2

+ (a2 + 4M2)E − aLz (|a| = M),

Φr(r) = a

r+ − r−

[
2MEr+ − aLz

r − r+
− (+ ↔ −)

]
+ aE (|a| = M),

=2MaE
r −M

+ a(2M2E − aLz)
(r −M)2 + aE (|a| = M),

(3.45)

其中 (+ ↔ −) 指的是把 r+ 与 r− 调换。这里提醒读者，它们是 ∆ = r2 − 2Mr + a2 的根

r± = M ±
√
M2 − a2。根据(3.39)式的定义，我们有

r = r3 + r2 − r3

1 − hry2
r

, hr = r1 − r2

r1 − r3
. (3.46)

于是计算 Υt(r) 中所包含的表达式∫ r

r2

r′√
R(r′)

dr′ = 2[r3F (arcsin yr, kr) + (r2 − r3)Π(arcsin yr,−hr, kr)]√
(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

(3.47)

就变得十分直接。
∫ r
r2
Tr(r)/

√
R(r)dr的其他项推导如下：

1
r − r±

= 1
r3 − r±

[
1 − r2 − r3

r2 − r±

1
1 − h±y2

r

]
, (3.48a)

r2 = r2
3 + (r2 − r3)(r2 + 3r3)

2
1

1 − hyy2
r

+ (r2 − r3)2

4hr

[
1

(yr − h
−1/2
r )2

+ 1
(yr + h

−1/2
r )2

]
,

(3.48b)(
r3 −M

r −M

)2

= 1 + 1
2
r2 − r3

r2 −M

(
r2 − r3

r2 −M
− 4

) 1
1 − hMy2

r

+ 1
4hM

(
r2 − r3

r2 −M

)2
[

1
(yr − h

−1/2
M )2

+ 1
(yr + h

−1/2
M )2

]
, (3.48c)

其中

hM = (r1 − r2)(r3 −M)
(r1 − r3)(r2 −M)

, h± = (r1 − r2)(r3 − r±)
(r1 − r3)(r2 − r±)

. (3.49)

于是可以直接计算∫ r1

r2

dr′

(r′ − r±)
√
R(r′)

= 2
(r3 − r±)

√
(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

[
F (arcsin yr, kr)

− r2 − r3

r2 − r±
Π(arcsin yr,−h±, kr)

]
.

(3.50)
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此外，我们还需要
∫ r
r2

(r′)2dr′/
√
R(r′)和

∫ r
r2

dr′/{(r′ −M)2
√
R(r′)}。如果我们设

Jn[c] =

∫ y

0

dy′

(y′ − c)n
√
φ(y′)

, (3.51)

其中

φ(y) = (1 − y2)(1 − k2
ry

2). (3.52)

我们可以用 J2[c] + J2[−c]表示这些项。我们可以将 J2[c] + J2[−c]表示为椭圆积分

J2[c] + J2[−c] = 2
φ(c)

[(2c2 − 1)k2
r − 1

]
Π(ψ,−c−2, kr) + (1 − k2

zc
2)F (ψ, kr)

− E(ψ, kr) −

y
√
φ(y)

y2 − c2

y
0

,
(3.53)

其中 ψ = arcsin y，于是我们可以得到∫ r

r2

(r′)2√
R(r′)

dr′ = 2√
(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

(r3(r1 + r2 + r3) − r1r2)
2

F (arcsin yr, kr)

+ (r2 − r3)(r1 + r2 + r3 + r4)
2

Π(arcsin yr,−hr, kr)

+ (r1 − r3)(r2 − r4)
2

E(arcsin yr, kr)

+ (r1 − r3)(r2 − r4)
2

yr
√

(1 − y2
r)(1 − k2

ry
2
r)

y2
r − h−1

r

,

(3.54)

∫ r

r2

(r3 −M)2

(r′ −M)2
√
R(r′)

dr′ = 2√
(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

×


[
1 − 1

2
(r1 − r3)(r2 − r3)
(r1 −M)(r2 −M)

]
F (arcsin yr, kr)

+ 1
2
r2 − r3

r2 −M

[
r1 − r3

r1 −M
+ r2 − r3

r2 −M
+ r4 − r3

r4 −M
− 4

]
× Π(arcsin yr,−hM , kr)

+ 1
2

(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 −M)
(r1 −M)(r2 −M)(r4 −M)

E(arcsin yr, kr)

+ 1
2

(r1 − r3)(r2 − r4)(r3 −M)
(r1 −M)(r2 −M)(r4 −M)

yr
√

(1 − y2
r)(1 − k2

ry
2
r)

y2
r − h−1

M

.

(3.55)

75



北京大学本科生毕业论文 第三章 EMRI的波形计算

得到了这些，我们就可以计算剩下的两个Mino频率 Γ和 Υφ的解析表达式

Γ = 4M2E + 2a2Ez+Υθ

πLz
√
ϵ0z+

[K(kθ) − E(kθ)] + 2Υr

π
√

(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

×
{E

2
[(r3(r1 + r2 + r3) − r1r2)K(kr)

+ (r2 − r3)(r1 + r2 + r3 + r4)Π(−hr, kr)]

+ (r1 − r3)(r2 − r4)E(kr) + 2ME [r3K(kr) + (r2 − r3)Π(−hr, kr)]

+ 2M
r+ − r−

[(4M2E − aLz)r+ − 2Ma2E
r3 − r+

(
K(kr) − r2 − r3

r2 − r+
Π(−h+, kr)

)
− (+ ↔ −)

]}
,

(3.56)

Υφ = 2Υθ

π
√
ϵ0z+

Π(−z−, kθ) + 2aΥr

π(r+ − r−)
√

(1 − E2)(r1 − r3)(r2 − r4)

×
{2MEr+ − aLz

r3 − r+

[
K(kr) − r2 − r3

r2 − r+
Π(−h+, kr)

]
− (+ ↔ −)

}
.

(3.57)

1.2.3 轨道表达式（本节内容主要出自 Fujita & Hikida 2009 [137]）

在这一节，我们将解析地推导粒子世界线的表达式 r(λ), cos θ(λ), t(λ), φ(λ)，并用椭圆积

分表示它们。上一节中，我们已经推导了轨道频率的表达式，只要将完全椭圆积分替换为相

应的不完全椭圆积分即可得到粒子的轨迹，但是我们得先选定一组初始的 r, θ 并考虑 dr/dλ

和 d cos θ/dλ在某个给定的Mino时 λ的符号。

首先我们来推导径向解 r(λ), t(r)(λ), φ(r)(λ)：它们来自对 r 方向测地线方程和(3.34)的直

接积分

λ(r) =

∫ r
dr′√
R(r′)

,

t(r)(λ) =

∫ r(λ)
Tr(r′) − Υt(r)√

R(r′)
dr′,

φ(r)(λ) =

∫ r(λ)
Φr(r′) − Υφ(r)√

R(r′)
dr′.

(3.58)

通过对 λ(r)求反函数来得到 r(λ)，由于 r在Mino时间 λ下的周期为 Λr = 2π/Υr，我们将 λ

映射到

λ(r) = λ− 2π
Υr

[
Υrλ

2π

]
, (3.59)

76



北京大学本科生毕业论文 第三章 EMRI的波形计算

其中 [. . . ]代表向下取整，即 floor function。为了进行积分，我们需要首先确定积分起点 r(λ = 0)

和初始条件 dr(0)/dλ ≥ 0或 dr(0)/dλ ≤ 0，下面将分两种情况讨论。

首先考虑 dr(0)/dλ ≥ 0的情形。我们设积分起点 r(λ = 0) = r
(1)
0 ，则积分路径为 r

(1)
0 →

r1 → r2 → r
(1)
0 ，于是 λ(r)可以表示成

λ(r)(r) =
∫ r

r
(1)
0

dr′√
R(r′)

=

∫ r

r2
−
∫ r

(1)
0

r2

 dr′√
R(r′)

r : r(1)
0 → r1,

=

−
∫ r

r2
+2

∫ r1

r2
−
∫ r

(1)
0

r2

 dr′√
R(r′)

r : r1 → r2,

=

∫ r

r2
+2

∫ r1

r2
−
∫ r

(1)
0

r2

 dr′√
R(r′)

r : r2 → r
(1)
0 .

(3.60)

所以这个解可以写为

λ(r)(r) =



λ
(r)
0 (r) − Λ(1)

r r : r(1)
0 → r1,

−λ(r)
0 (r) + Λr − Λ(1)

r r : r1 → r2,

λ
(r)
0 (r) + Λr − Λ(1)

r r : r2 → r
(1)
0 ,

(3.61)

其中

λ
(r)
0 (r) = 1√

1 − E2

2√
(r1 − r3)(r2 − r4)

F (arcsin yr, kr), Λ(1)
r = λ

(r)
0 (r(1)

0 ). (3.62)

取(3.61)的反函数得

r(λ) = r3(r1 − r2) sn2(ur(λ), kr) − r2(r1 − r3)
(r1 − r2) sn2(ur(λ), kr) − (r1 − r3)

, (3.63)

其中 sn(u, k)是 Jacobi椭圆积分，它是第一类不完全椭圆积分 u = F (φ, k)的反函数，这里

ur(λ) =



2K (kr)
(
λ(r) + Λ(1)

r

)
/Λr

(
0 ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 − Λ(1)

r

)
,

2K (kr)
(
−λ(r) + Λr − Λ(1)

r

)
/Λr

(
Λr/2 − Λ(1)

r ⩽ λ(r) ⩽ Λr − Λ(1)
r

)
,

2K (kr)
(
λ(r) − Λr + Λ(1)

r

)
/Λr

(
Λr − Λ(1)

r ⩽ λ(r) ⩽ Λr

)
.

(3.64)

结合之前推导得到的结果，我们还可以得到

t(r) = 2√
(1 − E2) (r1 − r3) (r2 − r4)

×
{

E
2
[
(r2 − r3) (r1 + r2 + r3 + r4) Π̃r (ψr,−hr, kr) (3.65a)
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+ (r1 − r3) (r2 − r4) Ẽr (ψr, hr, kr)
]

+ 2ME (r2 − r3) Π̃r (ψr,−hr, kr)

− 2M
r+ − r−

[
(4M2E − aLz) r+ − 2Ma2E

r3 − r+

r2 − r3

r2 − r+
Π̃r (ψr,−h+, kr) − (+ ↔ −)

]}
,

φ(r) = − 2a
(r+ − r−)

√
(1 − E2) (r1 − r3) (r2 − r4)

(2MEr+ − aLz) (r2 − r3)
(r3 − r+)(r2 − r+)

Π̃r (ψr,−h+, kr)

− (+ ↔ −)], (3.65b)

其中ψr = arcsin [sn (ur, kr)] , Ẽr (ψr, c, kr) = Er (ψr, c, kr)−Υrλ(r)

π
E (kr) , Π̃r (ψr, c, kr) = Πr (ψr, c, kr)−

Υrλ(r)

π
Π (c, kr)，以及新定义的 r椭圆函数

E(0)
r (ψr, c, kr) =E (ψr, kr) +

sinψr
√

(1 − sin2 ψr) (1 − k2
r sin2 ψr)

sin2 ψr − c−1

Er (ψr, c, kr) =E(0)
r (ψr, c, kr) − E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for 0 ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 − Λ(1)
r ,

= − E(0)
r (ψr, c, kr) + 2E (kr) − E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for Λr/2 − Λ(1)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr − Λ(1)

r ,

=E(0)
r (ψr, c, kr) + 2E (kr) − E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for Λr − Λ(1)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr,

Πr (ψr, c, kr) =Π (ψr, c, kr) − Π (ψr(0), c, kr)

for 0 ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 − Λ(1)
r ,

= − Π (ψr, c, kr) + 2Π (c, kr) − Π (ψr(0), c, kr)

for Λr/2 − Λ(1)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr − Λ(1)

r ,

=Π (ψr, c, kr) + 2Π (c, kr) − Π (ψr(0), c, kr)

for Λr − Λ(1)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr.

(3.66)

然后考虑 dr(0)/dλ ⩽ 0的情形，设积分起点 r(λ = 0) = r
(2)
0 ，积分路径为 r

(2)
0 → r2 →

r1 → r
(2)
0 ，于是 λ(r)可以表示成

λ(r)(r) =
∫ r

r
(2)
0

dr′√
R (r′)

,

=

−
∫ r

r2
+
∫ r

(2)
0

r2

 dr′√
R (r′)

r : r(2)
0 → r2, (3.67)

=

∫ r

r2
+
∫ r

(2)
0

r2

 dr′√
R (r′)

r : r2 → r1,
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=

−
∫ r

r2
+2

∫ r1

r2
+
∫ r

(2)
0

r2

 dr′√
R(r′)

r : r1 → r
(2)
0 .

于是我们找到解：

λ(r)(r) =



−λ(r)
0 (r) + Λ(2)

r r : r(2)
0 → r2

λ
(r)
0 (r) + Λ(2)

r r : r2 → r1

−λ(r)
0 (r) + Λr + Λ(2)

r r : r1 → r
(2)
0

(3.68)

其中 Λ(2)
r = λ

(r)
0 (r(2)

0 )，同样地求反函数得到(3.63)，但是 ur(λ)得表达式要修正

ur(λ) =



2K (kr)
(
−λ(r) + Λ(2)

r

)
/Λr

(
0 ⩽ λ(r) ⩽ Λ(2)

r

)
,

2K (kr)
(
λ(r) − Λ(2)

r

)
/Λr

(
Λ(2)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 + Λ(2)

r

)
,

2K (kr)
(
−λ(r) + Λr + Λ(2)

r

)
/Λr

(
Λr/2 + Λ(2)

r ⩽ λ(r) ⩽ Λr

)
.

(3.69)

t(r), φ(r)的表达式也与之前得到的(3.65)相同，但是 Er(ψr, c, kr)和 Πr(ψr, c, kr)的表达式要进

行如下修改

Er (ψr, c, kr) = − E(0)
r (ψr, c, kr) + E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for 0 ⩽ λ(r) ⩽ Λ(2)
r ,

=E(0)
r (ψr, c, kr) + E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for Λ(2)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 + Λ(2)

r ,

= − E0)
r (ψr, c, kr) + 2E (kr) + E(0)

r (ψr(0), c, kr)

for Λr/2 ⩽ λ(r) ⩽ Λr,

Πr (ψr, c, kr) = − Π (ψr, c, kr) + Π (ψr(0), c, kr)

for 0 ⩽ λ(r) ⩽ Λ(2)
r ,

= − Π (ψr, c, kr) + Π (ψr(0), c, kr)

for Λ(2)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr/2 + Λ(2)

r ,

= − Π (ψr, c, kr) + 2Π (c, kr) + Π (ψr(0), c, kr)

for Λr/2 + Λ(2)
r ⩽ λ(r) ⩽ Λr.

(3.70)

接下来看极向解，通过解 θ向测地线方程和(3.34)另外两式得到 λ(cos θ), t(θ)(λ), φ(θ)(λ)

λ(θ) =

∫ cos θ
d cos θ′√
Θ (cos θ′)

, (3.71a)
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t(θ)(λ) =

∫ cos θ
Tθ (cos θ′) − Υt(θ)√

Θ (cos θ′)
d cos θ′, (3.71b)

ϕ(θ)(λ) =

∫ cos θ
Φθ (cos θ′) − Υϕ(θ)√

Θ (cos θ′)
d cos θ′. (3.71c)

我们推导 cos(λ)的表达式，然后求反函数得到 λ(θ)。由于 θ运动的周期为 Λθ = 2π/Υθ，我们

将 λ映射到

λ(θ) = λ− 2π
Υθ

[
Υθλ

2π

]
. (3.72)

同样地，我们还是要考虑积分起点和初始条件。首先考虑 d cos(0)/dλ ⩾ 0的情形，设 θ(λ =

0) = θ
(1)
0 ，则 λ(θ)的表达式如下：

λ(θ)(θ) =
∫ cos θ

cos θ(1)
0

d cos θ′√
Θ (cos θ′)

=

∫ cos θ

0
−
∫ cos θ(1)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : θ(1)
0 → θmin ,

=

−
∫ cos θ

0
+2

∫ cos θmin

0
−
∫ cos θ(1)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : θmin → π − θmin,

=

∫ cos θ

0
+4

∫ cos θmin

0
−
∫ cos θ(1)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : π − θmin → θ
(1)
0 .

(3.73)

积分得到

λ(θ)(θ) =



λ
(θ)
0 (θ) − Λ(1)

θ θ : θ(1)
0 → θmin,

−λ(θ)
0 (θ) + Λθ/2 − Λ(1)

θ θ : θmin → π − θmin,

λ
(θ)
0 (θ) + Λθ − Λ(1)

θ θ : π − θmin → θ
(1)
0 ,

(3.74)

其中

λ
(θ)
0 (θ) = 1

Lz
√
ϵ0z+

F (arcsin yθ, kθ), Λ(1)
θ = λ

(θ)
0 (θ(1)

0 ). (3.75)

对(3.74)求反函数得

cos θ(λ) = √
z− sn(uθ(λ), kθ), (3.76)

其中

uθ(λ) =



4K (kθ)
(
λ(θ) + Λ(1)

θ

)
/Λθ

(
0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 − Λ(1)

θ

)
,

4K (kθ)
(
−λ(θ) + Λθ/2 − Λ(1)

θ

)
/Λθ

(
Λθ/4 − Λ(1)

θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 − Λ(1)
θ

)
,

4K (kθ)
(
λ(θ) − Λθ + Λ(1)

θ

)
/Λθ

(
3Λθ/4 − Λ(1)

θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ

)
.

(3.77)
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还可以推导 t(θ)和 φ(θ)

t(θ) = a2Ez+

Lz
√
ϵ0z+

[
2Υθλ

(θ)

π
E (kθ) − Eθ (ψθ, kθ)

]
,

ϕ(θ) = 1
√
ϵ0z+

[
Πθ (ψθ,−z−, kθ) − 2Υθλ

(θ)

π
Π (−z−, kθ)

]
,

(3.78)

其中 ψθ = arcsin [sn (uθ, kθ)]，以及新定义的 θ椭圆函数

Eθ (ψθ, kθ) =E (ψθ, kθ) − E (ψθ(0), kθ)

for 0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 − Λ(1)
θ ,

= − E (ψθ, kθ) + 2E (kθ) − E (ψθ(0), kθ)

for Λθ/4 − Λ(1)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 − Λ(1)

θ ,

=E(ψθ, kθ) + 4E(kθ) − E(ψθ(0), kθ)

for 3Λθ/4 − Λ(1)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ,

(3.79)

Πθ (ψθ, c, kθ) = Π (ψθ, c, kθ) − Π (ψθ(0), c, kθ)

for 0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 − Λ(1)
θ ,

= Π (ψθ, c, kθ) + 2Π (c, kθ) − Π (ψθ(0), c, kθ)

for Λθ/4 − Λ(1)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 − Λ(1)

θ ,

= Π(ψθ, c, kθ) + Π(c, kθ) − Π(ψθ(0), c, kθ)

for 3Λ(1)
θ /4 − Λ(1)

θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ.

(3.80)

然后是 d cos θ(0)/dλ ⩽ 0的情况，设 θ(λ = 0) = θ
(2)
0 ，于是 λ(θ)可以表示为：

λ(θ)(θ) =
∫ cos θ

cos θ(2)
0

d cos θ′√
Θ (cos θ′)

,

=

−
∫ cos θ

0
+
∫ cos θ(2)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : θ(2)
0 → π − θmin,

=

∫ cos θ

0
+2

∫ cos θmin

0
+
∫ cos θ(2)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : π − θmin → θmin

=

−
∫ cos θ

0
+4

∫ cos θmin

0
+
∫ cos θ(2)

0

0

 d cos θ′√
Θ (cos θ′)

θ : θmin → θ
(2)
0 .

(3.81)

积分得

λ(θ)(θ) =



−λ(θ)
0 (θ) + Λ(2)

θ θ : θ(2)
0 → π − θmin,

λ
(θ)
0 (θ) + Λθ/2 + Λ(2)

θ θ : π − θmin → θmin,

−λ(θ)
0 (θ) + Λθ + Λ(2)

θ θ : θmin → θ
(2)
0 .

(3.82)
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其中 Λ(2)
θ = λ

(θ)
0 (θ(2)

0 )，求反函数得到的表达式与(3.76)相同，但是 uθ(λ)要修改一下：

uθ(λ) =



4K (kθ)
(
−λ(θ) + Λ(2)

θ

)
/Λθ

(
0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 + Λ(2)

θ

)
,

4K (kθ)
(
λ(θ) − Λθ/2 − Λ(2)

θ

)
/Λθ

(
Λθ/4 + Λ(2)

θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 + Λ(2)
θ

)
,

4K (kθ)
(
−λ(θ) + Λθ + Λ(2)

θ

)
/Λθ

(
3Λθ/4 + Λ(2)

θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ

)
.

(3.83)

t(θ), φ(θ)的表达式的形式也和(3.78)相同，只是 Eθ(ψθ, kθ)和 Πθ(ψθ, c, kθ)的表达式要修改为：

Eθ (ψθ, kθ) = −E (ψθ, kθ) + E (ψθ(0), kθ)

for 0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 + Λ(2)
θ ,

= E (ψθ, kθ) + 2E (kθ) + E (ψθ(0), kθ)

for Λθ/4 + Λ(2)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 + Λ(2)

θ ,

= −E(ψθ, kθ) + 4E(kθ) + E(ψθ(0), kθ)

for 3Λθ/4 + Λ(2)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ,

Πθ (ψθ, c, kθ) = −Π (ψθ, c, kθ) + Π (ψθ(0), c, kθ)

for 0 ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ/4 + Λ(2)
θ ,

= Π (ψθ, c, kθ) + 2Π (c, kθ) + Π (ψθ(0), c, kθ)

for Λθ/4 + Λ(2)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ 3Λθ/4 + Λ(2)

θ ,

= −Π(ψθ, c, kθ) + 4Π(c, kθ) + Π(ψθ(0), c, kθ)

for 3Λθ/4 + Λ(2)
θ ⩽ λ(θ) ⩽ Λθ.

(3.84)

1.3 结果示例

本节结果均使用Black hole perturbation toolkit中的Mathematica程序包 KerrGeodesics.m

生成 [120]。

代码共有四个需要输入的参数 (a, p, e, x = cos ι)，其中 a为Kerr角动量参数，剩下三个为

轨道参数，只要给定它们之后，轨道的全部信息都可以得到。由前面1.2.1节的内容，我们可以

得到三个守恒量 (E ,Lz,Q)；由1.2.2节的内容，我们可以得到四个 Mino频率 (Υr,Υθ,Υφ,Γ)；

最后，由1.2.3节的内容，我们可以得到 Boyer-Lindquist坐标 (t, r, θ, φ)作为Mino时 λ的函数，

即粒子的轨迹。表3.1与图3.1展示了下面这些代码在四种轨迹设定下的结果。

1 orbit=KerrGeoOrbit[a,p,e,x]

2 orbit[”ConstantsOfMotion”]
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3 orbit[”Frequencies”]

4 orbit[”Trajectory”]

编号 trajectory 1 trajectory 2 trajectory 3 trajectory 4

轨迹类型 圆轨道 纯椭圆 纯倾斜 椭圆倾斜

(a, p, e, x) (0.9, 6, 0, 1) (0.9, 6, 0.5, 1) (0.9, 6, 0, 0.5) (0.9, 6, 0.5, 0.5)

(E ,Lz,Q) (0.9226, 2.7943, 0) (0.9409, 2.8381, 0) (0.9293, 1.5186, 7.0017) (0.9449, 1.5547, 7.3162)

(Υr,Υθ,Υφ,Γ) (2.018, 2.816, 3.105, 48.42) (2.036, 2.855, 3.168, 67.14) (1.702, 3.049, 3.395, 49.62) (1.714, 3.118, 3.574, 66.00)

表 3.1四种特征情形下有质量粒子在 Kerr时空中的轨迹性质，图像于图3.1展示。

图 3.1表3.1中四种情况的粒子轨迹图像，其中黑洞的半径为 r+ = 1 +
√

1 − 0.92 ≈ 1.436。

最后作为本节的总结，图3.2展示了 Drasco & Hughes 2006 [21]中的第一幅图，这篇文章

标志着人们首次得到 Kerr时空中任意轨道上 EMRI波形快照（无演化）。从本节长达 17页篇

幅的讨论中，我们可以看出 Kerr时空测地线方程的解析求解并非易事，但只有用解析的方法
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图 3.2一个任意轨道上的典型 EMRI。如果忽略轨道演化，则小黑洞一直走测地线，无限长时间后其轨迹

将填满右框。图片出自 Drasco & Hughes 2006 [21]

将测地线方程中 t, r, θ, φ方向的运动解耦，并将频谱提取出来，我们才能有效地从频域求解

非齐次 Teukolsky方程，因此对 Kerr时空有质量粒子测地线的理解是不可或缺的。在下一节

中，我们将正式进入对 EMRI波形的计算。

2. 无演化的波形计算：非齐次 Teukolsky方程的 Green函数法

2.1 非齐次 Teukolsky径向方程的推导

在(2.147)式中，我们明确了该如何分离变量，根据对 SWSH的讨论，sS
aω
lm 满足正交归一

关系

∫ 2π

0

∫ π

0

[
sS̄

aω
lm(θ, φ)sSaωl′m′(θ, φ)

]
sin θdθdφ = δll′δmm′ . (3.85)

引入 Dirac符号

|lmω⟩ = sS
aω
lm(θ, φ)√

2π
e−iωt = sS

aω
lm(θ)√
2π

e−iωt+imφ, (3.86a)

⟨lmω| = sS̄
aω
lm(θ, φ)√

2π
eiωt = sS̄

aω
lm(θ)√
2π

eiωt−imφ = sS
aω
lm(θ)√
2π

eiωt−imφ. (3.86b)

最后一个等号是因为 SWSH满足的方程(2.148)是一个实方程，因此 sS̄
aω
lm(θ) = sS

aω
lm(θ)。于是

正交归一关系可以表示为

⟨lmω|l′m′ω′⟩ ≡

∫ ∞

−∞
dt

∫
dΩ sS

aω
lm(θ)sSaω

′
l′m′(θ)

2π
e−i(ω−ω′)tei(m−m′)φ = δll′δmm′δ(ω − ω′). (3.87)
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于是(2.147)分离变量的完整形式为

sψ =
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω ⟨lmω|sψ|lmω⟩

≡
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω ⟨sRlmω|lmω⟩

=
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω e−iωt+imφ

sRlmω(r) sS
aω
lm(θ)√
2π

.

(3.88)

同样地，将源项 sT = 4πΣsT 也表示成分离变量的形式

sT =
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω ⟨lmω|sT |lmω⟩

≡
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω ⟨sTlmω|lmω⟩

=
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

∫ ∞

−∞
dω e−iωt+imφ

sTlmω(r) sS
aω
lm(θ)√
2π

.

(3.89)

这相当于将一个关于时空坐标 (t, r, θ, φ)的函数转换为 (ω, r, l,m)的函数。于是我们可以自然

地得到齐次方程(2.149)的非齐次形式[
1

∆s

d
dr

(
∆s+1 d

dr

)
− sV (r)

]
sRlmω(r) = sTlmω(r), (3.90)

其中

sV (r) = −K2 − 2is(r −M)K
∆

− 4isωr + sλlmω. (3.91)

2.2 Green函数法

对于一个二阶非齐次方程，我们一般使用格林函数法（Green’s Function）求解。其原理

十分简单：对于定义在区间 a ⩽ x ⩽ b上的一维 ODE

Ly(x) ≡ d
dx

(
p(x)dy

dx

)
+ q(x)y = f(x). (3.92)

在区间端点 x = a和 x = b满足齐次边界条件，这样的 ODE我们可以将其 Green函数定义为

LG(x, x′) = δ(x− x′). (3.93)

因此(3.92)的解可以写成

y(x) =
∫ b

a
G(x, x′)f(x′)dx′. (3.94)
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证明如下：

Ly(x) = L
∫ b

a
G(x, x′)f(x′)dt =

∫ b

a
LG(x, x′)f(x′)dx′ =

∫ b

a
δ(x−x′)f(x′)dx′ = f(x). (3.95)

这里需要强调的一点是，第二个等号 L
∫

→
∫

L的交换要求
∫ b
a G(x, x′)f(x′)dx′是收敛的，特

别是当我们选取 a → −∞，b → ∞时，被积函数的收敛性需要被细致考虑。我们这里暂且

认为它们是收敛的，从而可以顺畅地进行后续的推导，但这里的强调是为了给读者留下印象，

因为我们将在第六章第1节重新回到这个问题。

对(3.93)在 t附近的一个小区间 [x′ − ε, x′ + ε], ε → 0积分，得到∫ x′+ε

x′−ε

d
dx

[
p(x)dG(x, x′)

dx

]
dx+

∫ x′+ε

x′−ε
q(x)G(x, x′)dx =

∫ x′+ε

x′−ε
δ(x′ − x)dx, (3.96)

积分得

p(x)dG(x, x′)
dx

∣∣∣∣x′+ε

x′−ε
+
∫ x′+ε

x′−ε
q(x)G(x, x′)dx = 1. (3.97)

如果 G(x, x′)和 dG(x, x′)/dx在 t处都是连续的，则上式左边为 0，因此这个假设不成立。我

们可以假设 G(x, x′)在 t处是连续的，但 dG(x, x′)/dx在 t处不连续。于是(3.97)式变为

lim
ε→0+

dG(x, x′)
dx

∣∣∣∣∣∣
x=x′+ε

− dG(x, x′)
dx

∣∣∣∣∣∣
x=x′−ε

 = 1
p(x′)

. (3.98)

为了更好地研究 Green函数的性质，我们将 G(x, x′)用算符 L的本征函数展开，算符 L的本

征函数以及它们的正交归一条件定义如下：

Lφn(x) = λnφn(x), ⟨φn|φm⟩ = δnm, δ(x− x′) =
∑
m

φm(x)φ̄m(x′). (3.99)

因此我们可以将 Green函数 G(x;x′)展开为

G(x;x′) =
∑
nm

gnmφn(x)φ̄m(x′). (3.100)

于是(3.93)式可以写为

L
∑
nm

gnmφn(x)φ̄m(x′) =
∑
m

φm(x)φ̄m(x′). (3.101)

将 L作用于 φn(x)得到

∑
nm

λngnmφn(x)φ̄m(x′) =
∑
m

φm(x)φ̄m(x′). (3.102)

通过正交归一关系消去 φ̄m(x′)得

gnmλn = δnm. (3.103)

86



北京大学本科生毕业论文 第三章 EMRI的波形计算

所以 Green函数也可以写成

G(x;x′) =
∑
n

φ̄n(x′)φn(x)
λn

, λn ̸= 0. (3.104)

从中，我们还可以得到

G(x;x′) = Ḡ(x′;x). (3.105)

下面我们来具体求解 Green函数，对于

d
dx

[
p(x)dy

dx

]
+ q(x)y(x) = f(x), a < x < b

y(a) = A, y(b) = B.

(3.106)

与之对应的 Green函数为 G(x;x′)，它满足的边值问题为

d
dx

[
p(x)dG(x;x′)

dx

]
+ q(x)G(x;x′) = δ(x− x′), a < x, x′ < b,

G(a;x′) = 0, G(b;x′) = 0.
(3.107)

当 x ̸= x′时，我们可以将 Green函数表示为

G(x;x′) =


c1(x′)y1(x) + c2(x′)y2(x), a < x < x′

c3(x′)y1(x) + c4(x′)y2(x), x′ < x < b

, (3.108)

其中 y1(x)，y2(x)是方程(3.106)的两组基。而 c1(x′), c2(x′), c3(x′), c4(x′)是我们需要求解的系

数。我们有 4个限制条件来确定这 4个系数，它们是 a, b处的边界条件，x′ 处的连续性条件

以及(3.98)式：

G(a;x′) = c1(x′)y1(a) + c2(x′)y2(a) = 0, (3.109a)

G(b;x′) = c3(x′)y1(b) + c4(x′)y2(b) = 0, (3.109b)

c1(x′)y1(x′) + c2(x′)y2(x′) = c3(x′)y1(x′) + c4(x′)y2(x′), (3.109c)

c3(x′)y′(x′) + c4(x′)y′
2(x′) − c1(x′)y′

1(x′) − c2(x′)y′
2(x′) = 1/p(x′). (3.109d)

解得

c1(x′) = y2(a) [y1(x′)y2(b) − y2(x′)y1(b)]
p(x′) [y1(b)y2(a) − y1(a)y2(b)] [y′

1(x′)y2(x′) − y′
1(x′)y1(x′)]

, (3.110a)

c2(x′) = y1(a) [y1(b)y2(x′) − y2(b)y1(x′)]
p(x′) [y1(b)y2(a) − y1(a)y2(b)] [y′

1(x′)y2(x′) − y′
1(x′)y1(x′)]

, (3.110b)

c3(x′) = y2(b) [y1(x′)y2(a) − y2(x′)y1(a)]
p(x′) [y1(b)y2(a) − y1(a)y2(b)] [y′

1(x′)y2(x′) − y′
1(x′)y1(x′)]

, (3.110c)
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c4(x′) = y1(b) [y1(a)y2(x′) − y2(a)y1(x′)]
p(x′) [y1(b)y2(a) − y1(a)y2(b)] [y′

1(x′)y2(x′) − y′
1(x′)y1(x′)]

. (3.110d)

前提是分母不为零

y1(a)y2(x′) − y2(a)y1(x′) ̸= 0, y′
1(x′)y2(x′) − y′

1(x′)y1(x′) ̸= 0. (3.111)

实际上，我们的要计算的 Teukolsky方程中，Green函数的形式要简单很多，因为物理上，在

视界处只有入射波，在无穷远处只有出射波。所以 Green函数化简为

G(r; r′) = Ay1(r)y2(r′) r+ < r < r′,

G(r; r′) = Ay2(r)y1(r′) r′ < r < ∞,
(3.112)

其中

p(r) = ∆s+1, q(r) = −sVlmω(r)∆s, f(r) = sTlmω(r)∆s,

a → r+, b → ∞, y1(r) = sR
in
lmω(r), y2(r) = sR

up
lmω(r).

(3.113)

运用(3.98)式，我们得到

sAlmω

[
dsRup

lmω(r′)
dr′ sR

in
lmω(r′) − dsRin

lmω(r′)
dr′ sR

up
lmω(r′)

]
= ∆−s−1(r′). (3.114)

我们定义 invariant Wronskian

sWlmω = 1
sAlmω

=
[

dsRup
lmω(r)
dr sR

in
lmω(r) − dsRin

lmω(r)
dr sR

up
lmω(r)

]
∆s+1. (3.115)

虽然等式右边是 r的函数，但这个表达式实际上与 r无关，证明如下：

考虑

Ly(x) ≡ p(x)y′′(x) + p′(x)y′(x) + q(x)y(x). (3.116)

y1(x)和 y2(x)是 Ly(x) = 0的两个线性无关解，则

p(x)y′′
1(x) + p′y′

1(x) + q(x)y1(x) = 0,

p(x)y′′
2(x) + p′y′

2(x) + q(x)y2(x) = 0.
(3.117)

将(3.117)第一式乘 y2(x)减去第二式乘 y1(x)并积分得到
∫ x

x0
y2(x)p(x)y′′

1(x) + y2(x)p′(x)y′
1(x) − y1(x)p(x)y′′

2(x) − y1(x)p′(x)y′
2(x)dx = 0. (3.118)

对上式使用分部积分，则大多数项相抵消，最终留下

[y′
1(x)y2(x) − y1(x)y′

2(x)] p(x)
∣∣∣x
x0

= 0. (3.119)
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(3.119)式就是我们已经得到的(3.115)式，即 sWlmω 是一个常数，所以我们只需要计算它在无

穷远处 r → ∞的值即可。由(2.195)可知

dsRin
lmω(r → ∞)

dr
= − (1 + 2s)sRin,ref

lmω r
−2−2s eiωr∗ +iωr

2 + a2

∆ sR
in,ref
lmω r

−1−2s eiωr∗

− sR
in,inc
lmω

r2 e−iωr∗ −iωr
2 + a2

∆
sR

in,inc
lmω

r
e−iωr∗

= − (1 + 2s)sRin,ref
lmω r

−2−2s eiωr∗ +iωsRin,ref
lmω r

−1−2s eiωr∗

− sR
in,inc
lmω

r2 e−iωr∗ −iω sR
in,inc
lmω

r
e−iωr∗ ,

dsRup
lmω(r → ∞)

dr
= − (1 + 2s)sRup,trans

lmω r−2−2s eiωr∗ +iωr
2 + a2

∆ sR
up,trans
lmω r−1−2s eiωr∗

= − (1 + 2s)sRup,trans
lmω r−2−2s eiωr∗ +iωsRup,trans

lmω r−1−2s eiωr∗ .

(3.120)

因此 invariant Wronskian即为

sWlmω =

( sR
in,ref
lmω

r1+2s eiωr∗ + sR
in,inc
lmω

r
e−iωr∗

)(
−(1 + 2s) sR

up,trans
lmω

r2+2s eiωr∗ + iω sR
up,trans
lmω

r1+2s eiωr∗

)

− sR
up,trans
lmω

r1+2s eiωr∗

− (1 + 2s) sR
in,ref
lmω

r2+2s eiωr∗ + iω sR
in,ref
lmω

r1+2s eiωr∗

− sR
in,inc
lmω

r2 e−iωr∗ −iω sR
in,inc
lmω

r
e−iωr∗

r2s+2

= −2s sR
up,trans
lmω sR

in,inc
lmω

r
+ 2iωsRup,trans

lmω sR
in,inc
lmω

= 2iωsRup,trans
lmω sR

in,inc
lmω .

(3.121)

可见 sWlmω 的值确实与 r无关。因此最终，Teukolsky方程的非齐次解可以表示成

sRlmω(r) =
∫ ∞

r+
G(r; r′)sTlmω(r′)∆s(r′)dr′

= sZ
in
lmω(r)sRup

lmω(r) + sZ
up
lmω(r)sRin

lmω(r),
(3.122)

其中

sZ
in
lmω(r) ≡ 1

sWlmω

∫ r

r+
sR

in
lmω(r′)sTlmω(r′)∆s(r′)dr′, (3.123a)

sZ
up
lmω(r) ≡ 1

sWlmω

∫ ∞

r
sR

up
lmω(r′)sTlmω(r′)∆s(r′)dr′. (3.123b)

在上述推导中，我们没有限定自旋 s的具体值。但根据(2.195)式下方的讨论，EMRI波形的计

算需要的是 s = −2的情形，因此在后文中，我们将省略下标，简化记号为 Rlmω ≡ −2Rlmω，

Tlmω ≡ −2Tlmω，Zlmω ≡ −2Zlmω。
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2.3 Teukolsky方程源函数 Tlmω 的构造

2.3.1 基础准备

由(3.89)式的分解可知，利用(3.86)定义的 Dirac符号和(3.87)的正交归一关系，其逆变换

可以表示成

Tlmω(r) = ⟨lmω|T (t, r, θ, φ)⟩

=

∫ ∞

−∞
dt

∫
dΩ T (t, r, θ, φ)−2

Saωlm(θ)√
2π

eiωt−imφ.
(3.124)

注意这里我们将对 t积分的上下限设为±∞，但实际上 EMRI的演化时标是一个有限值。这里

设为无穷实际上是基于一个假设——小黑洞轨道恒为测地线，不随引力辐射而演化。这也印

证了本节的标题：无演化的波形计算。在下一节中，我们将允许轨道的演化，但由于 EMRI的

演化时标远长于其轨道周期，因此这样的无穷设定仍然有效，我们采用双时标展开的方式加

入轨道演化 [93]。但对于一些快速演化的轨道，如 plunge轨道，这样的假设将失效，在第六章

第1节中，我们将详细讨论这类情形下辐射的引力波。

回顾一下表2.2，对于 s = −2的情形 T (t, r, θ, φ) ≡ 4πΣ(2ρ−4T4) = 8πρ−5ρ̄−1T4，其中 T4

定义在(2.142)式。带入算符作为方向导数的定义(2.76)和 Ricci旋转系数(2.144)，我们可以将

T4表示为

T4 = − 1
2
ρ8ρ̄L−1

[
ρ−4L0

(
ρ−2ρ̄−1Tnn

)]
+ 1

2
√

2
ρ8ρ̄∆2L−1

[
ρ−4ρ̄2D†

(
ρ−2ρ̄−2∆−1Tm̄n

)]
− 1

4
ρ8ρ̄∆2D†

[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄Tm̄m̄

)]
+ 1

2
√

2
ρ8ρ̄∆2D†

[
ρ−4ρ̄2∆−1L−1

(
ρ−2ρ̄−2Tm̄n

)]
,
(3.125)

其中的微分算符定义为

Ln = ∂θ + m

sin θ
− aω sin θ + n cot θ, (3.126a)

L †
n = Ln(−ω,−m) = ∂θ − m

sin θ
+ aω sin θ + n cot θ, (3.126b)

D = ∂r − iK
∆
, (3.126c)

D† = D(−ω,−m) = ∂r + iK
∆

(3.126d)

在此提醒读者 K = ω(r2 + a2) − am，∆ = r2 − 2Mr + a2，注意区分 ∆与(2.76)式定义的方

向导数算符∆ = nµ∂µ。细心的读者或许已经发现，这里定义的Ln算符实际上就是我们推导

SWSH时定义的升算符 ð（见(2.159)式）加上对时间 t的依赖。(3.125)式的推导还用到了如下

恒等式，它们在后续的推导中还要被多次使用

[Li + ia sin θ (nρ̄−mρ)] f(θ) = ρ̄nρmLi

[
ρ̄−nρ−mf(θ)

]
, (3.127a)
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∆−jρ−mρ̄−nD†
[
∆jρmρ̄nf(r)

]
=
[
D† +mρ+ nρ̄+ 2j(r −M)

∆

]
f(r), (3.127b)

Ln

[
f(θ)
sin θ

]
= Ln−1 [f(θ)]

sin θ
. (3.127c)

还有一个非常有用的恒等式会被用到：∫ π

0
h(θ)Ln[g(θ)] sin θdθ = −

∫ π

0
g(θ)L †

1−n[h(θ)] sin θdθ, (3.128)

证明如下：∫ π

0
h(θ)Ln[g(θ)] sin θdθ =

∫ π

0
h(θ) (∂θ +m csc θ − aω sin θ + n cot θ) g(θ) sin θdθ

=
∫ π

0
h(θ) [g(θ)(m csc θ − aω sin θ + n cot θ) + ∂θg(θ)] sin θdθ

=
∫ π

0

{
h(θ)g(θ)(m csc θ − aω sin θ + n cot θ) sin θ

− g(θ) [∂θh(θ) sin θ + h(θ) cos θ]
}
dθ + g(θ)h(θ) sin θ

∣∣∣π
0

=
∫ π

0
g(θ)[−∂θ +m csc θ − aω sin θ + (n− 1) cot θ]h(θ) sin θdθ

= −
∫ π

0
g(θ)[∂θ −m csc θ + aω sin θ + (1 − n) cot θ]h(θ) sin θdθ

= −
∫
g(θ)L †

1−n[h(θ)] sin θdθ.

(3.129)

2.3.2 点粒子的能动量张量

设无自旋的点粒子（这里指小黑洞，并假设其为 Schwarzschild黑洞）的质量为 µ，则它

的能动量张量（energy-momentum tensor）可以表示为

T µν(zα) = µ
∫

dτ uµuνδ(4) [zα − xα(τ)] , (3.130)

其中 zα = t, r, θ, φ为时空中的场点，xα(τ) = t̃(τ), r̃(τ), θ̃(τ), φ̃(τ)为点粒子的轨迹。这里的四

维 Dirac方程定义为

δ(4) [zα − xα(τ)] ≡ 1√
−g

δ[t− t̃(τ)]δ[r − r̃(τ)]δ[θ − θ̃(τ)]δ[φ− φ̃(τ)], (3.131)

对于 Kerr时空
√

−g = Σ sin θ。由于固有时 τ 与坐标时 t̃之间总是一一对应的，因此我们可

以将(3.130)积分为

T µν(t, r, θ, φ) = µuµuν

Σ sin θut
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]δ[φ− φ̃(t)]. (3.132)

在(3.125)中，我们需要用到 T µν 在 NP标架下的投影

Tnn = T µνnµnν , Tm̄n = T µνm̄µnν , Tm̄m̄ = T µνm̄µm̄ν , (3.133)
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其中 lµ，nµ，mµ为 Kinnersley标架(2.130)的协变形式，用 Kerr度规 gµν 降低指标得

lµ =
[
1,− Σ

∆
, 0,−a sin2 θ

]
,

nµ = 1
2Σ

[
∆,Σ, 0,−a∆ sin2 θ

]
,

mµ = − ρ̄√
2

[
ia sin θ, 0,−Σ,−i(r2 + a2) sin θ

]
.

(3.134)

运用测地线方程(3.10)，我们可以将投影后的能动量张量表示成

Tab = µ

sin θ
Cabδ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]δ[φ− φ̃(t)], (3.135)

其中

Cnn = 1
4Σ3ut

[
E
(
r2 + a2

)
− aLz + Σdr

dτ

]2

, (3.136a)

Cm̄n = ρ

2
√

2Σ2ut

[
E
(
r2 + a2

)
− aLz + Σdr

dτ

] [
i sin θ

(
aE − Lz

sin2 θ

)
+ Σdθ

dτ

]
, (3.136b)

Cm̄m̄ = ρ2

2Σut

[
i sin θ

(
aE − Lz

sin2 θ

)
+ Σdθ

dτ

]2

. (3.136c)

2.3.3 Tlmω 的最终形式

将(3.125)，(3.135)，带入(3.124)式并直接积分将 φ转换为 φ̃(t)得

Tlmω(r) =
√

2πµ
∫ ∞

−∞
dt
∫ π

0
dθ sin θ−2S

aω
lm(θ)eiωte−imφ̃(t)

×

− 2ρ3L−1

[
ρ−4L0

(
ρ−2ρ̄−1 Cnn

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

+
√

2ρ3∆2L−1

[
ρ−4ρ̄2D†

(
ρ−2ρ̄−2∆−1Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

+
√

2ρ3∆2D†
[
ρ−4ρ̄2∆−1L−1

(
ρ−2ρ̄−2Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

− ρ3∆2D†
[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄

Cm̄m̄
sin θ

δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]
)].

(3.137)

接下来处理 θ的积分。含有 Cnn的项被从内到外被L0和L−1包裹，因此需要用到两次恒等

式(3.128)，然后积分消去关于 θ的 Delta函数得到∫ π

0
dθ sin θ−2S

aω
lm(θ)

{
−2ρ3L−1

[
ρ−4L0

(
ρ−2ρ̄−1 Cnn

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]}

= − 2L †
1

[
ρ−4L †

2

(
Sρ3

)] Cnn
ρ2ρ̄

δ[r − r̃(t)],
(3.138)
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其中 S ≡ −2S
aω
lm

[
θ̃(t)

]
。含有 Cm̄n的第一项从内到外含有 Cm̄m̄的项无需处理，可以直接积分

得到 ∫ π

0
dθ sin θ−2S

aω
lm(θ)

{
−ρ3∆2D†

[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄

Cm̄m̄
sin θ

δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]
)]}

= − ρ3∆2SD†
[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄Cm̄m̄δ[r − r̃(t)]

)]
.

(3.139)

中间含有 Cm̄n的两项，其中第一项L−1在外侧，可以直接使用恒等式(3.128)，但第二项L−1

在内侧，需要做一些处理调换 D†与L−1的顺序，即

D†
[
ρ−4ρ̄2∆−1L−1

(
ρ−2ρ̄−2Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

=ρ−4ρ̄2L−1

[
D†

(
ρ−2ρ̄−2∆−1Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

+
(
ρ−4ρ̄2

)
,r

L−1

(
ρ−2ρ̄−2∆−1Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)
.

(3.140)

这样我们就可以顺利使用恒等式(3.128)，得到∫ π

0
dθ sin θ−2S

aω
lm(θ)

√
2ρ3∆2L−1

[
ρ−4ρ̄2D†

(
ρ−2ρ̄−2∆−1Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]

+
√

2ρ3∆2D†
[
ρ−4ρ̄2∆−1L−1

(
ρ−2ρ̄−2Cm̄n

sin θ
δ[r − r̃(t)]δ[θ − θ̃(t)]

)]
= −

√
2∆2ρ̄2

ρ

[
L †

2 (S) + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
D†

[
Cm̄n

∆ρ2ρ̄2 δ[r − r̃(t)]
]

−
√

2L †
2

[
ρ3S

(
ρ−4ρ̄2

)
,r

] ∆
ρ2ρ̄2Cm̄nδ[r − r̃(t)].

(3.141)

将(3.138)，(3.139)，(3.141)式组合起来带入(3.137)得

Tlmω(r) =
√

2πµ

∫ ∞

−∞
dt eiωte−imφ̃(t) ×

− 2L †
1

[
ρ−4L †

2

(
Sρ3

)] Cnn
ρ2ρ̄

δ[r − r̃(t)]

−
√

2L †
2

[
ρ3S

(
ρ−4ρ̄2

)
,r

] ∆
ρ2ρ̄2Cm̄nδ[r − r̃(t)]

−
√

2∆2ρ̄2

ρ

[
L †

2 (S) + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
D†

[
Cm̄n

∆ρ2ρ̄2 δ[r − r̃(t)]
]

− ρ3∆2SD†
[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄Cm̄m̄δ[r − r̃(t)]

)].

(3.142)

上式中所有的 θ都已经化为 θ̃(t)，有算符L †
n 作用的项是做用完之后再转换为 θ̃(t)。最后，用

恒等式(3.127b)将它们展开得

Tlmω(r) = µ

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ̃(t)∆2

[
(Ann0 + Am̄n0 + Am̄m̄0) δ[r − r̃(t)]

+ {(Am̄n1 + Am̄m̄1) δ[r − r̃(t)]},r + {Am̄m̄2δ[r − r̃(t)]},rr
]
,

(3.143)
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其中

Ann0 = −2
(√

2π
) Cnnρ−2ρ̄−1

∆2 L †
1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
, (3.144a)

Am̄n0 = −2
√

2
(√

2π
) Cm̄nρ−3

∆

[(
L †

2 S
)( iK

∆
− ρ− ρ̄

)
− a sin θSK

∆
(ρ− ρ̄)

]
, (3.144b)

Am̄m̄0 = −
(√

2π
)
ρ−3ρ̄Cm̄m̄S

−i
(
K

∆

)
,r

− K2

∆2 − 2iρK
∆

 , (3.144c)

Am̄n1 = −2
√

2
(√

2π
) Cm̄nρ−3

∆
[
L †

2 S + ia sin θ (ρ− ρ̄)S
]
, (3.144d)

Am̄m̄1 = −2
(√

2π
)
ρ−3ρ̄Cm̄m̄S

(
iK
∆

− ρ

)
, (3.144e)

Am̄m̄2 = −
(√

2π
)
ρ−3ρ̄Cm̄m̄S. (3.144f)

这里需要提醒读者的是，不同文章中上述表达式 A的系数可能不同，尤其是
√

2π，有可能出

现在分母上，也有可能没有根号。这是因为 SWSH的正交归一关系(2.174)，(2.175)定义不同。

如果定义∫ π

0
|sSaωlm(θ)|2 sin θdθ = 1, (3.145)

则系数
√

2π将出现在分母上。除此之外，是否有根号取决于 Fourier变换的定义，即 Dirac符

号(3.86)中有时定义正变换(3.86a)中不含 1/
√

2π而逆变换(3.86b)中系数为 1/2π，则此时 2π系

数上没有根号。但这些定义都不影响最终的结果，只要我们在推导的过程中一以贯之，就不

会搞混。

2.4 波形快照（waveform snapshot）

从(3.123)式中振幅 Zlmω 的表达式可知，当我们取 r → ∞时，Zup
lmω = 0，因为 Tlmω(r)的

积分上下限都是∞，并不会经过小黑洞的轨迹 δ[r− r̃(t)]。将(3.143)式带入 Green函数的表达

式(3.122)，最终可以得到

Rlmω(r → ∞) = Rup
lmω(r → ∞)
Wlmω

∫ ∞

r+

Rin
lmω(r′)Tlmω(r′)

∆(r′)2 dr′

= µRup,trans
lmω r3eiωr∗

2iωRup,trans
lmω Rin,inc

lmω

∫ ∞

r+

dr′ Rin
lmω(r′)

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ̃(t)

×
[
A0δ[r′ − r̃(t)] + {A1δ[r′ − r̃(t)]},r′ + {A2δ[r′ − r̃(t)]},r′r′

]
= µr3eiωr∗

2iωRin,inc
lmω

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ̃(t)

[
(Ann0 + Am̄n0 + Am̄m̄0)Rin

lmω

− (Am̄n1 + Am̄m̄1)
dRin

lmω

dr′ + Am̄m̄2
d2Rin

lmω

dr′2

]
r′=r̃(t),θ=θ̃(t)

,

(3.146)
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其中

A0 = Ann0(r′)+Am̄n0(r′)+Am̄m̄0(r′), A1 = Am̄n1(r′)+Am̄m̄1(r′), A2 = Am̄m̄2(r′). (3.147)

(3.146)式最后一步先交换了 dt和 dr′ 的积分顺序（因为我们知道积分整体应当是收敛的，即

引力波的振幅是一个有限值），再使用分部积分和 δ[r′ − r̃(t)]在 r′ = r+ 和 r′ = ∞为零消去

边界项，得到最后的结果。我们最后的任务就是求出这个与 r无关的积分

Ilmω ≡

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ̃(t)

[
(Ann0 + Am̄n0 + Am̄m̄0)Rin

lmω

− (Am̄n1 + Am̄m̄1)
dRin

lmω

dr′ + Am̄m̄2
d2Rin

lmω

dr′2

]
r′=r̃(t),θ=θ̃(t)

=
∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ̃(t)J̃lmω[r̃(t), θ̃(t)].

(3.148)

回顾一下，在本章1节，我们解析求解了 Kerr时空有质量粒子的测地线，其中 r̃ 方向和 θ̃ 方

向的测地线是周期性的，如果用Mino时 λ表示，则可以分解为

r̃(λ) =
∞∑

n=−∞
rne−inΥrλ, θ̃(λ) =

∞∑
k=−∞

θke−ikΥθλ. (3.149)

t和 φ̃方向的测地线根据(3.31)式可以表示成

t(λ) = Γλ+ ∆t[r̃(λ), θ̃(λ)], φ̃ = Υφλ+ ∆φ[r̃(λ), θ̃(λ)]. (3.150)

因而(3.148)式中的积分可以分解为

Ilmω =
∫ ∞

−∞
dλ ei(ωΓ−mΥφ)λJlmω[λ, r̃(λ), θ̃(λ)], (3.151)

其中

Jlmω[λ, r̃(λ), θ̃(λ)] = dt
dλ

[
(Ann0 + Am̄n0 + Am̄m̄0)Rin

lmω − (Am̄n1 + Am̄m̄1)
dRin

lmω

dr′

+ Am̄m̄2
d2Rin

lmω

dr′2

]
r′=r̃(λ),θ=θ̃(λ)

eiω∆t[r̃(λ),θ̃(λ)]−im∆φ[r̃(λ),θ̃(λ)]

≡
∞∑

k=−∞

∞∑
n=−∞

Jlmkn(ω) e−i(kΥθ+nΥr)λ,

(3.152)

其中

Jlmkn(ω) = 1
(2π)2

∫ 2π

0
dϕθ

∫ 2π

0
dϕr ei(kϕθ+nϕr)Jlmω[r̃(ϕr), θ̃(ϕθ)], (3.153)

这里的 ϕr = Υrλ，ϕθ = Υθλ。将(3.152)式带入(3.151)式得

Ilmω =
∫ ∞

−∞
dλ ei(ωΓ−mΥφ)λ

∞∑
k=−∞

∞∑
n=−∞

Jlmkn(ω) e−i(kΥθ+nΥr)λ

=
∞∑

k=−∞

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
dλ ei(ωΓ−mΥφ−kΥθ−nΥr)λJlmkn(ω)

=
∞∑

k=−∞

∞∑
n=−∞

2πδ (ωΓ −mΥφ − kΥθ − nΥr) Jlmkn(ω).

(3.154)
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代换为无穷远处观测者的坐标时频率，则最终结果为

Ilmω =
∑
kn

Ilmknδ(ω − ωmkn), (3.155)

其中

Ilmkn = 2π
Γ
Jlmkn(ωmkn), (3.156a)

ωmkn = mΩφ + kΩθ + nΩr, (3.156b)

这里的 Ωφ,θ,r 即为(3.35)式定义的坐标频率，亦即 EMRI 的波形快照的频谱。在上述推导中，

我们似乎解析地得到了一切我们想要的量，但唯一需要数值计算的就是对 ϕr 和 ϕθ 的二重积

分(3.153)。实际上，EMRI 波形快照计算中绝大多数的计算资源都用来计算这个表达式。为

此，人们也发展出了各种各样的数值算法来加速运算。但这并不是本论文的侧重点，这里不

再赘述。

综上，将(3.155)式带入(3.146)得

Rlmω(r → ∞) = µr3eiωr∗

2iωRin,inc
lmω

∑
kn

Ilmknδ(ω − ωmkn). (3.157)

再将其带入了(3.88)并取 s = −2得

ψ(t, r → ∞, θ, φ) = µr3 ∑
lmnk

Ilmkn

2iωmknRin,inc
lmωmkn

−2S
aωmkn
lm (θ)√

2π
e−iωmkn(t−r∗)+imφ. (3.158)

在计算Teukolsky径向方程的渐进行为时，我们已经讨论了它与EMRI波形的关系，即(2.196)式，

因此最终得到的 EMRI波形快照表示为

h+ − ih× = −2µ
r

∑
lmkn

Zlmkn
ω2
mkn

Slmkn(θ)√
2π

e−iωmkn(t−r∗)+imφ, (3.159)

这里的

Zlmkn ≡ Ilmkn

2iωmknRin,inc
lmωmkn

, Slmkn(θ) ≡ −2S
aωmkn
lm (θ). (3.160)

之所以不将(3.159)式中的 Zlmkn 与分母上 ω2
mkn 合并是为了区分它们的来源，其中 Zlmkn 完

全来自 Green 函数法构造的非齐次项，1/ω2
mkn 来自 Weyl 标量的渐进行为 ΨB

4 (r → ∞) =

r−4ψ(r → ∞) =
(
ḧ+ − iḧ×

)
/2。

下面展示一些具体的计算结果，所有的波形均使用 Black Hole Perturbation Toolkit 中的

Mathematica 代码 Teukolsky.m 实现。其中其次 Teukolsky 方程的基函数 Rin
lmω(r) 使用 MST

方法得到，二重积分(3.153)使用 Method ->“Trapezoidal”进行数值计算。最终结果的是无

穷多 l,m, k, n模式的叠加，因此需要设置截断，此处截断到 lmax = kmax = nmax = 9。
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图 3.3不同轨道参数 (a, p, e, x)和观测角 θ下的 EMRI waveform snapshot。上面 12组波形中，从上到下采用

的参数依次为 (0.9, 6, 0.1, cos 80◦)观测角 0◦, 30◦, 60◦, 90◦，(0.9, 6, 0.3, cos 80◦)观测角 0◦, 30◦, 60◦, 90◦，

(0.9, 6, 0.5, cos 80◦)观测角 0◦, 30◦, 60◦, 90◦ 的波形。

在这些设置下，我们选取了一些参数进行波形的绘制，如图3.3。需要给定的参数有轨道

97



北京大学本科生毕业论文 第三章 EMRI的波形计算

参数 (a, p, e, x = cos θinc)和观测者的空间方向 (θ, φ)，其中我们人为地设置 φ = 0，因为 Kerr

时空是轴对称的。此外，我们只取最后结果的实部得到 h+，纵轴用 rc2/Gµ归一，横轴为推

迟时 t− r∗，用 GM/c3归一。

从图3.3中可以看出，当我们增大轨道偏心率 e时，波形中产生明显的调制信号，如 e = 0.3

时我们可以观察到比较平缓的区域，对应于小黑洞运行到远心点 rmax时的引力辐射；也可以

观察到振幅较大的区域，对应于小黑洞运行到近心点 rmin时的引力辐射。但如果进一步增大

偏心率，如 e = 0.5时，波形开始出现高频锯齿状结构。这里需要澄清的一点是，波形本身应当

是平滑的，只是较大的 e要求我们截断的 nmax值也要相应增大，而我们这里选取的 nmax = 9

已经不适用于 e = 0.5的情形。但由于所有的数值计算都在本人的笔记本电脑上进行，因此

取更大的 nmax 将会大大增加计算时间（对于 nmax = 15可能需要一整天时间），因此这里展

示的结果并不代表真实的波形。其次，对于较大的 e，远心点 rmax 本身也较大，这会导致另

一个十分严重的问题——Teukolsky方程 Green函数积分的发散。这在我们证明(3.95)式时曾

经提到过。这个发散是因为我们在构造 Green函数时忽略了可能导致发散的边界项。真正严

格的方式是通过分部积分法将发散的项全部提出积分之外，从而构造出一个抵消函数，这个

函数在 r较大时会抵消那些可能导致发散的项。这个方法在 Poisson 1996中被提出 [138]，称

为 Teukolsky方程的正规化（Regularization）。但在 r较小时，抵消函数的贡献可以忽略，因

此对于 e较小的情形，我们可以使用未经修正的 Teukolsky方程计算波形。

3. 有演化的波形计算：Self-force理论与 adiabatic近似

引力辐射会导致 EMRI轨道的衰减，小黑洞会逐渐“旋进”，最终掉进大黑洞中，因此上

一节中得到的 EMRI波形快照只在很短的时标内有效。超过这一时标，真正的 EMRI波形将

会与 snapshot之间产生相位差，并且相位差随时间逐渐积累。为了解决这个问题，人们发展

出了各种各样的方法，采取了不同的视角。此处我们重点介绍的是由Mino等人在 1997年首

次推导的 Gravitational Self-Force（GSF）理论 [139,140]，和 Hinderer & Flanagan 2008提出的

双时标展开法 [93]。本节中，我们将对这些理论进行简要的介绍，并额外介绍一个利用守恒

律近似计算一阶 GSF耗散部分的方法——adiabatic近似。

3.1 Self-Force理论与双时标展开

在上一章介绍黑洞微扰论时，我们已经提到了度规微扰的思想(2.1)，即真正的时空度规

应当是背景 Kerr度规 g̃µν 加上一些扰动项 hµν。在 EMRI的情形中，我们的度规微扰有了确

切的物理起源，即小黑洞自身的度规。但广义相对论是一个非线性的理论，真正的时空度规
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并不能写成大黑洞度规和小黑洞度规的线性叠加，而是一个质量比 ε = µ/M 的展开式：

gµν = g̃µν + εh(1)
µν + ε2h(2)

µν + O
(
ε3
)
. (3.161)

显然，如果用这样一个度规，小黑洞的轨迹 γ 将偏离 Kerr时空的测地线(3.10)。真正的运动

方程（Equation of Motion）也可以相应地表示为

D2zµ

dτ 2 = εfµ1 + ε2fµ2 + O
(
ε3
)
. (3.162)

上面的展开式中的 fµ1 , f
µ
2 , . . .被称为 self-force，因为它们产生的原因是小黑洞自身对时空的

微扰作用于它们自己身上。对于 n阶 self-force，我们采用 nSF的记号，如 fµ1 标记为 1SF，fµ2
标记为 2SF。当然，我们可以展开到无穷阶，并且展开的阶数越高，我们得到的小黑洞轨迹

越精确。但是每提高一阶，计算的难度是指数级升高的，因此我们需要权衡到底展开到多少

阶，对于 EMRI波形计算是足够的。回到物理的角度，轨道演化是因为引力波带走了轨道能

量（还有角动量和 Carter 常数），这一过程的时标可以通过 Ė ∼ ḣ2 ∼ ε2 以及 E ∼ µ ∼ ε

进行估计，即轨道演化时标为 τradi ≡ E/Ė ∼ 1/ε ∼ GM2/µc3。这个时标也被称为辐射时标

（radiation reaction timescale）。

假设我们知道了 fµ1 但不知道 fµ2，则小黑洞轨迹的误差为

D2δzµ

dτ 2 ∼ ε2 ⇒ δzµ ∼ ε2τ 2
radi ∼ O(1). (3.163)

这意味着，如果追踪小黑洞的轨道相位，则最终会积累 δΦ ∼ 1rad的误差。在这样的误差下，

我们能够通过数据处理（data analysis）找到信号，但最终的参数估计（parameter estimation）

会由于这个误差的存在而不够准确。运用同样的分析方法，我们可以推出，如果我们能够知

道 fµ2，则最终的误差为 δzµ ∼ O(ε)，这对于我们追踪轨道演化已经足够精确。综上，1SF已

经足够我们找到信号并追踪它的演化，2SF的加入能够帮助我们做非常精确的参数估计。

现在，我们将从一个更一般性的角度来看这个问题，即实际的度规（exact metric）实际上

是某个参数 ε的函数，只是在 EMRI的情况下，我们赋予了 ε质量比的物理含义。若 ε ≪ 1，

则我们可以进行如下的 Taylor展开

gµν(ε) = gµν(0) + ε
d
dε
gµν

∣∣∣∣
ε=0

+ ε2 1
2

d2

dε2 gµν

∣∣∣∣
ε=0

+ O
(
ε3
)
. (3.164)

将(3.164)与(3.161)式对比可知，

g̃µν = gµν(0), h(1)
µν = d

dε
gµν

∣∣∣∣
ε=0
, h(2)

µν = 1
2

d2

dε2 gµν

∣∣∣∣
ε=0
, h(n)

µν = 1
n!

dn

dεn
gµν

∣∣∣∣
ε=0
. (3.165)

因此总的扰动为

hµν = gµν(ε) − g̃µν =
∞∑
n=1

εnh(n)
µν . (3.166)
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实际的度规下，Einstein场方程（Einstein Field Equation，EFE）表示为

Gµν [g] = Gµν [ḡ + h] = 8πTµν . (3.167)

3.1.1 EFE的逐阶展开

我们想要从中提取出每一阶的扰动 h(n)
µν 所满足的方程。这需要从头开始一点点推导，正

如我们在(2.9)式中所做的那样。Einstein张量Gµν [g]来自 Riemann张量 Rµνργ[g]，从而来自协

变导数的对易∇µ∇ν − ∇ν∇µ。为了方便计算，我们定义 Cµ
νγ 满足

(
∇ν − ∇̃ν

)
ωµ = Cµ

νγω
γ, (3.168)

对于任意 ωγ 都成立，其中∇ν 是由实际度规 gµν 构建的协变导数，∇̃ν 是由背景度规 g̃µν 构建

的协变导数。由于协变导数可以表示成一般导数再加上对于 Christoffel联络的贡献，从而有

Cµ
νγω

γ =
(
∂νω

µ + Γµνγωγ − ∂νω
µ − Γ̃µνγωγ

)
=
(
Γµνγ − Γ̃µνγ

)
ωγ, (3.169)

即

Cµ
νγ = Γµνγ − Γ̃µνγ. (3.170)

虽然 Christoffel联络本身不是张量，但是两个 Christoffel联络之差可以消去那些非张量的部

分，使得Cµ
νγ是一个张量。由于 Christoffel联络无挠 Γµνγ = Γµγν，因此Cµ

νγ = Cµ
γν。如果我

们选取背景时空的一个 Riemann法坐标系（RiemannNormalCoordinates，RNC），则 Γ̃µνγ = 0，

从而 Cµ
νγ 可以化简为

Cµ
νγ = Γµνγ

= 1
2
gµα (∂νgγα + ∂γgνα − ∂αgνγ)

= 1
2
gµα

(
∇̃νgγα + ∇̃γgνα − ∇̃αgνγ

)
= 1

2
gµα

(
∇̃νhγα + ∇̃γhνα − ∇̃αhνγ

)
.

(3.171)

注意这里的 gµν 应当遵循(2.5)-(2.7)的升降法则。在领头阶，我们有

gµν = g̃µν − hµν + O
(
h2
)
, hµν = g̃µαg̃νβhαβ. (3.172)

所以 Cµ
νγ 的领头阶表示为

Cµ
νγ = 1

2
g̃µα

(
∇̃νhγα + ∇̃γhνα − ∇̃αhνγ

)
+ O

(
h2
)
. (3.173)
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运用 Riemann张量的定义

Rµ
νρσ = ∂ρΓµνσ + ΓµαρΓανσ − ∂σΓµνρ − ΓµασΓανρ. (3.174)

我们可以得到实际的 Riemann张量为

Rµ
νρσ = R̃µ

νρσ + 2∂[ρC
µ
σ]ν + 2Cµ

α[ρC
α
σ]ν + 2Cµ

α[ρΓ̃ασ]ν + Γ̃µα[ρC
α
σ]ν . (3.175)

如果取 RNC，则上述结果化简为

Rµ
νρσ = R̃µ

νρσ + 2∇̃[ρC
µ
σ]ν + 2Cµ

α[ρC
α
σ]ν . (3.176)

进一步地，我们可以得到 Ricci张量

Rµν = Rρ
µρν = R̃µν + 2∇̃[ρC

ρ
ν]µ + 2Cρ

α[ρC
α
ν]µ. (3.177)

最后 EFE表示为

Gµν = Rµν − 1
2
gµνg

αβRαβ = 8πTµν . (3.178)

我们想将 EFE表示为 ε的展开式。为此，我们定义一些记号，对于一个张量 F [g]，我们定义

δnF [h] ≡ 1
n!

dn

dλn
F [g̃ + λh]

∣∣∣∣
λ=0

. (3.179)

通过(3.173)式，我们知道了 Cµ
νγ的领头阶是∼ O(h)，因此 Ricci张量(3.177)中 2Cρ

α[ρC
α
ν]µ ∼

O(h2)。而背景 Ricci张量 R̃µν = 0与 hµν 无关，因此 Ricci张量在 hµν 的领头阶贡献仅出自

δRµν = 2∇̃[ρδC
ρ
ν]µ

= 1
2
g̃ρσ

(
∇̃ρ∇̃νhµσ + ∇̃ρ∇̃µhνσ − ∇̃ρ∇̃σhµν −�����∇̃ν∇̃ρhµσ − ∇̃ν∇̃µhρσ +�����∇̃ν∇̃σhµρ

)
= 1

2
g̃ρσ

(
∇̃ρ∇̃νhµσ + ∇̃ρ∇̃µhνσ − ∇̃ρ∇̃σhµν − ∇̃ν∇̃µhρσ

)
= −1

2
□̃hµν − 1

2
∇̃µ∇̃νh+ ∇̃ρ∇̃(µhν)ρ,

(3.180)

其中 □̃ ≡ g̃µν∇̃µ∇̃ν，h ≡ g̃µνhµν。如果我们定义迹反度规微扰

h̄µν = hµν − 1
2
g̃µνh, (3.181)

并运用 Ricci恒等式

Rµ
νρσω

ν = (∇ρ∇σ − ∇σ∇ρ)ωµ, (3.182)
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则(3.180)中最后一项可以转换为

∇̃ρ∇̃(µhν)ρ = ∇̃(µ∇̃ρhν)ρ+R̃σ(νµ)ρh
σρ = ∇̃(µ∇̃ρhν)ρ−R̃µ

ρ
ν
σhρσ+1

2((((((((((((
R̃µρνσ − R̃µσνρ

)
hρσ. (3.183)

最后一项是反对称张量与对称张量的缩并，故为零。带入(3.180)式得到

δRµν = −1
2
□̃hµν − R̃µ

ρ
ν
σhρσ − 1

2
∇̃µ∇̃νh+ ∇̃(µ∇̃ρhν)ρ

= −1
2
□̃hµν − R̃µ

ρ
ν
σhρσ −

�����1
2

∇̃µ∇̃νh+ ∇̃(µ∇̃ρh̄ν)ρ +�������1
2

∇̃(µ∇̃ρg̃ν)ρh

= −1
2
□̃hµν − R̃µ

ρ
ν
σhρσ + ∇̃(µ∇̃ρh̄ν)ρ.

(3.184)

最后一步的抵消证明如下：

−1
2

∇̃µ∇̃νh+ 1
2

∇̃(µ∇̃ρg̃ν)ρh = −1
2

∇̃µ∇̃νh+ 1
2

∇̃(µ∇̃ν)h

= 1
4
(
∇̃ν∇̃µ − ∇̃µ∇̃ν

)
g̃ρσhρσ

= 1
4
R̃ρ

γνµg̃
γσhρσ

= 1
4
R̃ρσ

νµhρσ

= 0. （反对称张量与对称张量缩并）

(3.185)

与(3.180)式相比(3.184)式的结果似乎更加复杂，但我们之后会看到这样表示的好处。将(3.184)式

代入(3.178)式得

δGµν = δ
(
Rµν − 1

2
gµνg

αβRαβ

)
= δRµν − 1

2
hµν��̃R − 1

2
g̃µνδg

ρσ
�
��R̃ρσ − 1

2
g̃µν g̃

ρσδRρσ

=
(
g̃µ

ρg̃ν
σ − 1

2
g̃µν g̃

ρσ
)
δRρσ

= −1
2
□̃h̄µν − R̃µ

ρ
ν
σh̄ρσ + ∇̃(µ∇̃ρh̄ν)ρ − 1

2
g̃µν∇̃ρ∇̃σh̄

ρσ.

(3.186)

同样地，我们可以从 Rµν [g]中推导出 δ2Rµν，从而得到

δ2Gµν = δ2
(
Rµν − 1

2
gµνg

ρσRµν

)
=
(
g̃µ

ρg̃ν
σ − 1

2
g̃µν g̃

ρσ
)
δ2Rρσ − 1

2
(hµν g̃ρσ − g̃µνh

ρσ) δRρσ,
(3.187)

其中

δ2Rρσ = 1
4

∇̃ρh
µν∇̃σhµν + 1

2
∇̃νhµσ

(
∇̃νhµρ − ∇̃µhνρ

)
− 1

2
hµν

(
2∇̃ν∇̃(σhρ)µ − ∇̃µ∇̃νhρσ − ∇̃ρ∇̃σhµν

)
− 1

2
∇̃ν h̄

µν
(
2∇̃(σhρ)µ − ∇̃µ∇̃µhρσ

)
.

(3.188)

102



北京大学本科生毕业论文 第三章 EMRI的波形计算

展开到二阶的 EFE表示为

����Gµν [g̃] + δGµν [h] + δ2Gµν [h] + O
(
h3
)

= 8πTµν . (3.189)

注意这里的 hµν 是定义在(3.166)式的总的扰动，我们还没有把它展开成 ε的幂次形式。我们

把 EFE右侧的源也进行 Taylor展开得到

Tµν = εT (1)
µν + ε2T (2)

µν + O
(
ε3
)
. (3.190)

将(3.166)和(3.190)式都代入(3.189)式得

εδGµν

[
h(1)

]
+ ε2

(
δGµν

[
h(2)

]
+ δ2Gµν

[
h(1)

])
= εT (1)

µν + ε2T (2)
µν + O

(
ε3
)
. (3.191)

上式中所有关于 ε的依赖都被展开为 Taylor序列。由于上述推导与 ε的取值无关，等式的成

立要求关于 ε逐阶相等，即

δGµν

[
h(1)

]
= 8πT (1)

µν , (3.192a)

δGµν

[
h(2)

]
= 8πT (2)

µν − δ2Gµν

[
h(1)

]
. (3.192b)

3.1.2 Lorentz规范

在进行下一步推导之前，我们先讨论另一个问题：微扰论的规范自由度（gauge freedom）。

规范自由度的产生是由于我们选取不同的坐标系，描述同一物理过程的方程形式可能不同。

但真实的物理不会随着选取不同的坐标系而不同，因此我们就有了一些自由度来选择到底在

哪个坐标系中描述这些物理过程。考虑一个用 ε度量的坐标变换

xµ′ = xµ − εξµ + O
(
ε2
)
, (3.193)

则度规的变换表示为

g′
µν(xγ

′) = ∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν gρσ(xγ)

= ∂

∂x′µ (x′ρ + εξρ) ∂

∂x′ν (x′σ + εξσ) gρσ (x′γ + εξ′γ) + O(ε2)

= (δρµ + ε∂µξ
ρ) (δσν + ε∂νξ

σ) [gρσ (x′γ) + εξγ∂γgρσ] + O(ε2)

= gµν + ε [ξγ∂γgµν + ∂µξ
ρgρν + ∂νξ

σgµσ] + O(ε2)

= g̃µν + ε
[
h(1)
µν + ξγ∂γ g̃µν + (∂µξρ) g̃ρν + (∂νξσ) g̃µσ

]
+ O(ε2)

= g̃µν + ε
[
h(1)
µν + Lξg̃µν

]
+ O(ε2),

(3.194)
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这里的 Lξ 正是第二章介绍的 Lie导数，其作用在张量上的一般形式定义为(2.36)式。可以证

明，Lie导数中的普通导数可以直接换成协变导数：

LξSµν = ξρ∇ρSµν + Sρν∇µξ
ρ + Sµρ∇νξ

ρ

= ξρ∂ρSµν −������ξρΓσµρSσν −������ξρΓσνρSµσ + Sρν∂µξ
ρ +������SρνΓρσµξσ

+ Sµρ∂νξ
ρ +������SµρΓρσνξσ

= ξρ∂ρSµν + Sρν∂µξ
ρ + Sµρ∂νξ

ρ.

(3.195)

对于度规张量来说

Lξg̃µν = ξγ����∇̃γ g̃µν + ∇̃µξ
ρg̃ρν + ∇̃νξ

σg̃νσ = 2∇̃(µξν). (3.196)

通过(3.186)式，我们可以得到 δGµν [Lξg̃] = 0，证明如下：由(3.180)式

δRµν [Lξg̃] = −1
2
g̃ρσ

(
∇̃ρ∇̃ν∇̃µξσ + ∇̃ρ∇̃ν∇̃σξµ + ∇̃ρ∇̃µ∇̃νξσ + ∇̃ρ∇̃µ∇̃σξν

− ∇̃ρ∇̃σ∇̃µξν − ∇̃ρ∇̃σ∇̃νξµ − ∇̃ν∇̃µ∇̃ρξσ − ∇̃ν∇̃µ∇̃σξρ

)
.

(3.197)

通过交换求导之间的顺序，上式中的 8项刚好可以两两相消，即 δRµν [Lξg̃] = 0。再由(3.186)式

可知 δGµν [Lξg̃] = 0。定义(3.194)式中的

h′
µν ≡ h(1)

µν + Lξg̃µν , (3.198)

则

δGµν [h′] = δGµν

[
h(1)

]
= 8πT (1)

µν , (3.199)

这说明 δGµν 是规范不变的。这个结论的更一般的表述为：如果一个任意的张量 T α...β... 可以

展开为

T α...β... = T0
α...

β... + εT1
α...

β... + O(ε2), (3.200)

则 ∆ξT1
α...

β... = LξT0
α...

β...。对于我们所考虑的情形，显然有 LξG[g̃] = 0，因为无微扰的背景

本身就对应真空解 G[g̃] = 0。

基于上述结论，我们可以选取 Lorenz规范

∇̃µh̄
µν = 0, (3.201)
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即

∇̃µh̄
µν
new = ∇̃µ

(
hµνnew − 1

2
g̃µν g̃ρσh

ρσ
new

)
= ∇̃µh

µν
new − 1

2
∇̃ν (g̃ρσhρσnew)

= ∇̃µh
µν
old + ∇̃µ

(
∇̃µξν + ∇̃νξµ

)
− 1

2
∇̃νhold − 1

2
∇̃ν

(
2∇̃µξ

µ
)

= ∇̃µh̄
µν
old + ∇̃µ∇̃νξµ − ∇̃ν∇̃µξµ + □̃ξν

= ∇̃µh̄
µν
old +����R̃ρ

σρ
νξσ + □̃ξν

= ∇̃µh̄
µν
old + □̃ξν .

(3.202)

上式的推导告诉我们，通过解 □̃ξν = −∇̃µh̄
µν
old，我们就可以将任意一种规范转换到 Lorenz规

范。于是(3.186)式化简为

δGµν [hLorenz] = −1
2
□̃h̄(1)

µν − R̃µ
ρ
ν
σh̄(1)

ρσ . (3.203)

或

Eµν [h̄(1)] ≡ □̃h̄(1)
µν + 2R̃µ

ρ
ν
σh̄(1)

ρσ = −16πT (1)
µν , (3.204)

若扰动时空的物体（小黑洞）的尺度远小于时空曲率，则可以取点粒子近似，其能动量张量

表示为(3.130)式。

3.1.3 双时标展开

前面已经提到，EMRI系统有两个时标，即轨道时标和辐射时标。其中，轨道时标描述轨

道相位 ϕα = {ϕr, ϕθ, ϕφ}的演化，辐射时标描述轨道常数 Jα = {E ,Lz,Q}的演化。这里的相位

角有实际的物理对应。在本章第1节我们推导了 Kerr时空下有质量粒子的测地线。由(3.16)式，

我们可以用 ϕr, ϕθ 将轨道参数化为

r = p

1 + e cosϕr
, cos θ = cos θmin cosϕθ. (3.205)

轨道时标也可以用(3.35)式的坐标频率来量化表示。我们将轨道常数的演化展开成

Jα(t, ε) = J0
α(t̃) + εJ1

α(t̃) + O(ε2), (3.206)

其中 t̃ = εt为“慢时标”，意味着当“快时标”t经过一个辐射时标时，“慢时标”t̃经过一个

轨道时标，即

dϕα

dt
= Ωα = Ωα

0 [J0(t̃)] + εΩα
1 [J0(t̃), J1(t̃)] + O(ε2). (3.207)
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积分可得

ϕα =
∫

Ωαdt = 1
ε

∫
Ωαdt̃ = 1

ε
ϕα0 (t̃) + ϕα1 (t̃) + O(ε). (3.208)

这就是引言中介绍的(1.1)式的来源。这里的表达式中忽略了瞬时共振（transient resonace），即

在某些参数下，(3.29)中定义的Mino频率 Λr 和 Λθ 满足简单整数比

nrΛr = nθΛθ, nr, nθ ∈ Z, (3.209)

此时轨迹在 r − θ 平面上闭合，如图3.4所示。这个共振相比于一般意义上的 r − φ共振造成

的影响更加严重，因为它是会将小黑洞“踢”（kick）到一个与原来大不相同的轨道上，使得

引力波信号 dephase，大大提高探测难度。在共振轨道上，随时间线形演化的 Ω0t项为 0，因

此主导相位演化的是时间的二次项 ∼ dΩ/dt̃|tres(t− tres)2，导致(3.208)式中加入 ε−1/2, ε1/2, . . .

的半整数阶修正。人们很早就意识到了这个问题对此开展了很多研究 [141–147]，但这不是本

文要讨论的重点，这里提到这个问题是为了引起读者对它的重视。

图 3.4 nr : nθ = 2 : 3的共振轨道示意图。图片出自 Barack & Pound 2019 [148]。

在双时标展开下，小黑洞的轨迹和它产生的度规微扰可以表示为

zα = zα0
(
Jβ0 , ϕβ

)
+ εzα1

(
Jβ0 , J

β
1 , ϕβ

)
+ O(ε2), (3.210a)

hµν = εh(1)
µν

(
xi, t̃, Jγ0 , ϕγ

)
+ ε2h(2)

µν

(
xi, t̃, Jγ0 , J

γ
1 , ϕγ

)
+ O(ε3), (3.210b)

其中 xi = r, θ, φ表示空间部分。这里 hµν 中 t̃的依赖来自于除 E ,Lz,Q之外的缓变物理量，如

大黑洞由于吸收引力波，其质量M 和角动量 J = Ma都会有所变化。如果把它们都纳入 Jα

之内，我们也可以消去对 t̃的依赖。由于 xi是周期性的，我们可以将其写为不同 Fourier模式

的叠加

h(n)
µν =

∑
kα∈Z

h(n,kα)
µν (xi, t̃) e−ikαϕα

. (3.211)
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将(3.206),(3.207),(3.210),(3.211)全部代入(3.192)可得

δG(0,k)
µν

[
h(1,k)

]
= 8πT (1,k)

µν [Jα0 ] , (3.212a)

δG(0,k)
µν

[
h(2,k)

]
= 8πT (2,k)

µν [Jα0 , Jα1 ] − δ2G(0,k)
µν

[
h(1,k′)

]
− δG(1,k)

µν

[
h(1,k)

]
, (3.212b)

其中 δ2Gµν 里的 k′表示它是由两个 h组合而出。上标中的“0”表示，当我们对某一个 kα阶

模式做进行操作时，我们忽略所有 O(ε)的依赖。例如(3.203)式的定义中，□̃的操作需要对 t

求偏导，这意味着

∂

∂t
h(1,k)
µν (xi, t̃) = ε

∂

∂t̃
h(1,k)
µν (xi, t̃) = O(ε) (3.213)

的项将被忽略，而根据(3.207)式，

∂

∂t
e−ikαϕα = −ikα

dϕα

dt
e−ikαϕα = −ikαΩα

0

[
J0(t̃)

]
e−ikαϕα + O(ε) (3.214)

的领头阶将被保留。通过解方程(3.212)，我们可以得到守恒量以及背景时空的M 和 J 在慢时

标 t̃下的演化

dJα0
dt̃

=
∑
k

Fα
1

[
h(1,k)

]
, (3.215a)

dJα1
dt̃

=
∑
k

Fα
2

[
h(2,k), h(1,k′)

]
, (3.215b)

dδM
dt̃

= GW energy flux into the SMBH, (3.215c)

dδJ
dt̃

= GW angular momentum flux into the SMBH. (3.215d)

这样，我们就知道了(3.210a)式小黑洞轨迹 zα的演化。将 zα带入背景时空 g̃µν 的测地线方程，

通过与(3.162)式进行逐阶匹配，我们就可以得到 self-force的表达式。形式化地看，fµ1 可以通

过 F µ
1 构造得到，f

µ
2 可以通过 F µ

1 和 F µ
2 构造得到。最后，通过(3.208)式，我们可以从 Jα0 (t̃)

和 Jα1 (t̃)的慢演化中积分得到轨道相位 ϕα(t)在整个辐射时标内的积累。

3.2 Adiabatic近似与密切（qiē）测地线

3.2.1 Adiabatic近似的基本思想

整个3.1小节介绍的是系统性计算 self-force 的方法，涉及只有抽象的符号运算。具体的

self-force计算实际上非常困难。但为了计算 EMRI轨道的演化，人们提出一种基于守恒律的

近似方法：引力辐射带走的能量，角动量和 Carter常数就是小黑洞损失的轨道能量，角动量

和 Carter常数。这一近似被证明能够很好地描述(3.208)领头阶 [149]，也就是 adiabatic阶的轨

道演化，因此也被称为 adiabatic近似。

下面展示的是 adiabatic近似的主要思想：
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1. 选择一组轨道常数 (E ,Lz,Q)；

2. 计算沿着组轨道常数所决定的测地线(3.10)运动的点粒子的无演化引力波(3.159)；

3. 计算引力波传播到无穷远处的 Ė∞，L̇∞
z ，Q̇∞和传播到视界处的 ĖH，L̇H

z ，Q̇H；

4. 施加 balance law：Ėorbit = −Ė∞ − ĖH，L̇orbit
z = −L̇∞

z − L̇H
z ，Q̇orbit = −Q̇∞ − Q̇H；

5. 更新轨道常数 Enew = Eold + Ė∆t̃，Lnew
z = Lold

z + L̇z∆t̃，Qnew = Qold + Q̇∆t̃；

6. 重复上述过程，直至得到整个 inspiral过程的演化（一般以小黑洞演化到 ISCO结束）；

7. 提取出积累的相位 (ϕr, ϕθ, ϕφ)。

上述步骤中，最关键的就是计算出 (Ė , L̇z, Q̇)的表达式。对于引起微扰的任意（并不局限于点

粒子）能动张量 T αβ，其在某一时空区域 dΣα内包含的能量为

dE = −Tαβξβ(t)dΣα = −TαtdΣα = −T αtnα
√

−g̃dtdrdθdφ. (3.216)

若想得到 r方向的能流，则取 r = const的超曲面，在无穷远处(2.130b)定义的标架满足 nα =

δrα，于是

dE = −ΣT rtdt sin θdθdφ = −ΣTrtg̃rrdtdΩ = −∆TtrdtdΩ. (3.217)

由此得到 r方向的能流

Ė = −∆
∫
TtrdΩ. (3.218)

同理，通过另一个 Killing矢量，我们可以得到 r方向的角动量

dLz = T αβξ
β
(φ)dΣα = T rφdΣr. (3.219)

于是得到角动量流

L̇z = ∆
∫
TrφdΩ. (3.220)

Carter 常数流无法单独从能动张量 T αβ 中构造，因为 Killing 张量 Kµν 有两个指标（表达式

见(3.5)式），需要 4 速度 uµ 参与指标收缩，即我们需要从 self-force 中提取出沿着测地线的

Carter常数。基于Mino计算 self-force轨道演化时提出的：度规微扰的辐射（radiative）部分

可以表示成 Green函数的半推迟（retarded）部分减去半超前（advanced）部分 [135,150]，即

hrad
µν = 1

2
(
hrat
µν − hadv

µν

)
. (3.221)
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Carter常数在 Adiabatic阶的演化 Q̇最早由 Sago等人得到 [151]。由于推导过程需要用到 1SF，

并不符合本小节讨论的初衷：在不计算 self-force的前提下得到 adiabatic阶的轨道演化。因此

接下来的推导将只涉及 Ė 和 L̇z，而直接将结果推广到 Q̇。对 Q̇的具体推导感兴趣的读者可

以参考 [151]。

接下来的任务就是计算度规微扰 hµν 的能动张量 Tµν。由(3.192b)可知，EFT可以逐阶的

构造，即在无物质源时

δGµν [h(2)] = −δ2Gµν [h(1),h(1)] + O(h3). (3.222)

从上式可知，一阶度规微扰的等效能动张量定义为

8πTGW
µν [h(1)] = −δ2Gµν [h(1),h(1)] + O(h3). (3.223)

而 h(1)
µν 源自(3.192a)的一阶物质扰动 T (1)

µν 。

图 3.5黑洞微扰绘景下从内向外的三个区域 I，II，III示意图，其中 r0(t)为小黑洞的 r方向世界线。

如图3.5所示，黑洞微扰论中“微扰”的生效其实是有一定条件的，我们之所以能把实际

度规写为(3.161)的展开是基于 hµν ≪ g̃µν 的假设。但在图3.5的 II区域，尤其是在离小黑洞非

常近的地方 hµν ≫ g̃µν，微扰论彻底失效。在 I和 III区域，微扰论是有效的。因此我们可以

定性地分析在 I和 III区域中，度规微扰的起源：

1. 在 I区域中，我们测量到内部包含的质量M 和角动量 J = aM 全部来自大黑洞。一阶

度规微扰 h(1)
µν 的效应是在慢时标 t̃尺度下向大黑洞输送能量（即质量）δM 和角动量 δJ；

2. 在 III区域中，h(1)
µν 不仅包括大黑洞能量，角动量的改变，还包括小黑洞自己的能量，角

动量的改变，这些改变的领头阶效应完全来自轨道能量 E 和轨道角动量 Lz。
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综上，我们得到

h(1)
µν (xi, t̃) ∼


δM(t̃)
r

+ δJ(t̃)
r2 , r ∈ ΣI

δM(t̃)
r

+ δJ(t̃)
r2 + E(t̃)

r
+ Lz(t̃)

r2 , r ∈ ΣIII

. (3.224)

使用双时标展开的视角，即无源情形下的(3.212b)式

δG(0,k)
µν

[
h(2,k)

]
= −δ2G(0,k)

µν

[
h(1,k′)

]
− δG(1,k)

µν

[
h(1,k)

]
. (3.225)

小黑洞的运动产生的引力波带走的能流，角动量流，以及 Carter常数流可以通过对上式求长

时间的平均得到，即

〈
δG(0,k)

µν

[
h(2,k)

]〉
= −

〈
δ2G(0,k)

µν

[
h(1,k′)

]〉
−
〈
δG(1,k)

µν

[
h(1,k)

]〉
, (3.226)

其中 ⟨. . . ⟩的定义与(3.33)式相同。但由于在短时标 t下，我们可以近似地认为小黑洞的运行路

径是 (E(t),Lz(t),Q(t))这组轨道常数下的测地线，因此我们可以通过求轨道平均代替(3.33)式

的无限长时间平均。在本章的1.2.3小节，我们推导了 t(λ), r(λ), θ(λ), φ(λ)的解析表达式，由

于 t, φ两个方向的测地线方程均可以用 r, θ表示，即 t[r(λ), θ(λ)], r(λ), θ(λ), φ[r(λ), θ(λ)]，因

此只需要考虑对 ϕr 和 ϕθ 的积分即可，正如计算无演化波形时需要计算的(3.153)这个二重积

分。由于在(3.211)式的 Fourier分解中，我们将所有关于相位 ϕr, ϕθ 的依赖全部转移到了指数

上，因此积分

1
(2π)2

∫ 2π

0
dϕr

∫ 2π

0
dϕθ • e−i(krϕr+kθϕθ) = • δ0krδ0kθ . (3.227)

也就是说，(3.226)的平均操作只能提取出 k = 0非震荡部分，而抹去了所有振荡项的贡献。于

是(3.226)化为

δG(0,0)
µν

[
h(2,0)

]
= −δ2G(0,0)

µν

[
h(1,k′)

]
− δG(1,0)

µν

[
h(1,0)

]
. (3.228)

这里 Einstien 张量的一次扰动项中的振荡因子直接来自度规微扰 h(n,k)，因此内外均均为零。

而二次扰动的振荡因子是两个 h(1,k1) 和 h(1,k2) 的组合，如果它们的相位因子刚好相反，则可

以通过 he+ikαϕα · he−ikαϕα ∼ h2得到非振荡项。因此二次扰动的内部不能直接令 k′ = 0。在介

绍(3.212)式时，我们已经说明了上标 (0, k)中的“0”表示忽略(3.213)度规微扰中随时间演化

的部分，但保留(3.214)相位演化的领头阶。当 k = 0时，(3.214)也会被尽数忽略。同理，上标

(1, k)表示允许度规微扰的领头阶演化，但 k = 0时依然不存在相位的演化。综上分析，我们

可以将(3.228)式化为

0 = −
∑
kα

δ2G(0,0)
µν

[∣∣∣h(1,kα)
∣∣∣2]− δG(1,0)

µν

[
h(1,0)

]
, (3.229)
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其中

δG(1,0)
µν

[
h(1,0)

]
∼ δṀ

r
+ δJ̇

r2 + Ė

r
+ L̇z
r2 , (3.230a)∑

kα

δ2G(0,0)
µν

[∣∣∣h(1,kα)
∣∣∣2] = −8πTGW

µν . (3.230b)

3.2.2 无穷远处与视界处 Ė , L̇z, Q̇的计算

从(3.230b)出发，通过取 r → ∞或 r → r+，我们就可以得到引力波在无穷远处和视界处

的表达式。但实际上，我们可以通过 Teukolsky 方程本身的性质帮助化简部分计算。在本章

第2节中，我们已经推导了无轨道演化的引力波在无穷远处的渐进行为，即(3.159)式。由于无

穷远处的时空是渐进平直的，我们可以使用平直时空背景下引力波能动张量，而非弯曲时空

中(3.230b)这样一个高度形式化的表达式。在 TT规范下，引力波的能动张量可以写成

TGW
αβ = 1

32π

〈
∂hijTT
∂xα

∂hTT
ij

∂xβ

〉
= 1

16π

〈
∂h+

∂xα
∂h+

∂xβ
+ ∂h×

∂xα
∂h×

∂xβ

〉
. (3.231)

这里的 ⟨. . . ⟩仍是长时间的平均，对于引力波来说是几个波长的平均。由(3.218)和(3.220)可知，

我们需要 TGW
tr 和 TGW

tφ 。以 TGW
tr 为例，将(3.159)分别对 t和 r求偏导得

∂h+

∂t
− i∂h×

∂t
= 2iµ

r

∑
lmkn

Zlmkn
ωmkn

Slmkn(θ)√
2π

e−iωmkn(t−r∗)+imφ, (3.232a)

∂h+

∂r
− i∂h×

∂r
= −2iµ

r

∑
lmkn

Zlmkn
ωmkn

Slmkn(θ)√
2π

e−iωmkn(t−r∗)+imφ + O
( 1
r2

)
. (3.232b)

将(3.232b)取复共轭并与(3.232a)相乘得（这里先使用了 SWSH的正交关系）

∂h+

∂t

∂h̄+

∂r
+ ∂h×

∂t

∂h̄×

∂r
− i

�����∂h×

∂t

∂h̄+

∂r
+ i

�����∂h+

∂t

∂h̄×

∂r
= −4µ2

r2

∑
lmkn

|Zlmkn|2

ω2
mkn

|Slmkn(θ)|2

2π
. (3.233)

在施加长时间平均后即为

TGW
tr = − 1

4π
µ2

r2

∑
lmkn

|Zlmkn|2

ω2
mkn

|Slmkn(θ)|2 . (3.234)

代入(3.218)的积分，并由 ∆(r → ∞) = r2和 SWSH的归一关系可得〈
dE
dt

〉∞

= µ2
〈

dE
dt̃

〉∞

=
∑
lmkn

µ2

4πω2
mkn

|Zlmkn|2 . (3.235)

最终，我们得到了在慢时标下，无穷远处，单位质量小黑洞辐射的能流〈
dE
dt̃

〉∞

=
∑
lmkn

1
4πω2

mkn

|Z∞
lmkn|2 , (3.236)
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这里给振幅 Zlmkn添加了上标∞，代表无穷远处的能流。这是为了与之后推导的视界处振幅

ZH
lmkn相区分，我们将看到 Z∞

lmkn对应 Rin
lmkn(r)的结果，ZH

lmkn对应 Rup
lmkn(r)的结果。回顾推

导过程，将(3.232b)中对 r的积分替换为对 φ的积分，我们很容易得到〈
dLz

dt̃

〉∞

=
∑
lmkn

m

4πω3
mkn

|Z∞
lmkn|2 . (3.237)

在(3.221)式处已经说明，Carter常数流的推导需要用到 1SF的结果，因此直接给出结果〈
dQ
dt̃

〉∞

=
∑
lmkn

|Z∞
lmkn|2 × (Lmkn + kΥθ)

2πω3
mkn

, (3.238)

其中 Υθ 为 θ方向的Mino频率(3.41)，

Lmkn = m⟨cot2 θ⟩Lz − a2ωmkn⟨cos2 θ⟩E , (3.239)

此处的 ⟨. . . ⟩定义为

⟨fθ(θ)⟩ = 1
Λθ

∫ Λθ

0
fθ[θ(λ)]dλ. (3.240)

接下来，我们需要计算视界处三种流的表达式。它们似乎不能通过(3.159)的波形直接得

到，因为(3.159)式是无穷远处的波形。但幸运的是，Starobinsky和 Churilov在 1973年研究超

散射（superradiant scattering）时推导了电磁波 (s = 1) 在 r → ∞ 和 r → r+ 处的行为，得

到了十分简洁的转换关系 [152]。随后 Teukolsky和 Press进一步推广了这个工作，得到了角

向函数 SWSH 和径向函数 R 进行 s ↔ −s 转换时满足的恒等式 [153]。这个恒等式被称为

Teukolsky-Starobinsky恒等式。下面展示的是 s = ±2情形的恒等式

L−1L0L1L2 2S
aω
lm(θ) = (C − 12iMω) −2S

aω
lm(θ), (3.241a)

L †
−1L

†
0 L †

1 L †
2 −2S

aω
lm(θ) = (C − 12iMω) 2S

aω
lm(θ), (3.241b)

DDDD−2Rlmω(r) = 1
4
C 2Rlmω(r), (3.241c)

D†D†D†D†∆2
2Rlmω(r) = 4C̄∆−2

−2Rlmω(r), (3.241d)

其中 Ln,L
†
n ,D ,D

† 就是定义在(3.126)式的微分算符。其中最关键的就是系数 C，它被称为

Starobinsky常数。通过将(3.241c)和(3.241d)代入径向齐次 Teukolsky方程(2.149)，可以得到

|C|2 =
[
(λ+ 2)2 + 4aω − 4a2ω2

] (
λ2 + 36maω − 36a2ω2

)
+ (2λ+ 3)

(
96a2ω2 − 48maω

)
+ 144ω2

(
M2 − a2

)
.

(3.242)

由于 ±2S
aω
lm(θ)是实函数，因此从(3.241a)和(3.241b)可得

Im C = 12Mω. (3.243)
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通过与 a = 0时的结果对比可知，实部为

Re C = +
√

|C|2 − (Im C)2 =
√

|C|2 − 144M2ω2. (3.244)

由齐次 Teukolsky方程的渐进行为(2.195)可知，视界处的纯入射波由 sR
up
lmω描述，对于 s = ±2

分别有

2R
up
lmω ∼ 2R

H∆−2e−ipr∗ , (3.245a)

−2R
up
lmω ∼ −2R

H∆2e−ipr∗ . (3.245b)

将它们代入(3.241c)得

C 2R
H = 64(2Mr+)4ip

(
p2 + 4ϵ2

)
(4ϵ− ip) −2R

H , (3.246)

其中 p = ω − am/2Mr+ 已经在(2.192)式处定义，ϵ =
√
M2 − a2/4Mr+ 注意与质量比 ε进行

区分。除此之外，Hawking和 Hartle在 1972年的工作推导视界处的内行引力辐射 (s = 2)的

能流和角动量流 [154]，其中用到了 Kerr黑洞面积的演化 δA(t̃)同时度量了由于(3.224)引力波

被黑洞吸收而导致的(3.215c)的质量演化 δM(t̃)和(3.215d)的角动量演化 δJ(t̃)。最终，通过计

算 2R
up
lmω(r → r+)的能流和角动量流再用(3.246)式转化为 −2R

up
lmω(r → r+)对应的能流和角动

量流得到〈
dE
dt̃

〉H
=
∑
lmkn

αlmkn
4πω2

mkn

∣∣∣ZH
lmkn

∣∣∣2 , (3.247a)

〈
dLz

dt̃

〉H
=
∑
lmkn

mαlmkn
4πω3

mkn

∣∣∣ZH
lmkn

∣∣∣2 , (3.247b)

〈
dQ
dt̃

〉H
=
∑
lmkn

αlmkn
∣∣∣ZH

lmkn

∣∣∣2 × (Lmkn + kΥθ)
2πω3

mkn

, (3.247c)

其中 ZH
lmkn仅仅是将 Z∞

lmkn中的 −2R
in
lmω(r)替换为 −2R

up
lmω(r)得到，

αlmkn = 256(2Mr+)5pmkn(p2
mkn + 4ϵ2)(p2

mkn + 16ϵ2)ω3
mkn

|Clmkn|2
, (3.248)

其中 pmnk 和 Clmkn 均通过 λ → λlmkn 和 ω → ωmkn 的转化得到。注意 λlmkn = −2Almωmkn
+

a2ω2
mkn − 2amωmkn 是方程(2.149)的分离变量常数。(3.247c)所表示的视界处 Carter常数流使

用的仍是 Sago的结果 [151]。

3.2.3 密切测地线

在前面一小节中，我们介绍了通过引力波在算引力波传播到无穷远处的 Ė∞，L̇∞
z ，Q̇∞和

视界处的 ĖH，L̇H
z ，Q̇H。之后通过 balance law：

Ċorbot = −Ċ∞ − ĊH , C ∈ [E ,Lz,Q], (3.249)
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再通过反向数值积分，我们就可以得到在慢时标下运动常数随时间的演化 E(t̃),Lz(t̃),Q(t̃)。

但是通过本章1节Kerr时空有质量粒子测地线的计算和2节测电线轨道的 EMRI静态波形

计算，我们可以看出：对于计算轨道和波形真正重要的是轨道参数 (p, e, xI = cos θ⟩\⌋)而非运

动常数 C。所以要想得到波形，我们需要将 E(t̃),Lz(t̃),Q(t̃)映射回 p(t̃), e(t̃), xI(t̃)。相比于前

面的各种计算，这并非难事。从本章1.2.1节出发，我们可以推导出 Jacobi矩阵：
JE,ra JLzra JQ,ra

JE,rp JLzrp JQ,rp

JE,xI
JLzxI

JQ,xI




Ėoribt

L̇oribt
z

Q̇oribt

 =


ṙa

ṙp

ẋI

 , (3.250)

其中 ra = p/(1 − e)为远心点，rp = p/(1 + e)为近心点。这里不再展示(3.250)式 Jacobi矩阵

元的具体表达式，感兴趣的读者可以参考 Hughes 2021的 Appendix B [26]。

前面已经提到，密切（qiē）测地线是指小黑洞的轨道时刻都沿该时刻下轨道参数 p(t̃)，

e(t̃)，xI(t̃)所决定的测地线，并在下一时刻平滑地过渡到下一时刻的测地线轨道。任意连续

时刻的测地线轨道紧密相切，因此总的轨道相位是连续的，我们在快时标 t下积分得到轨道

相位

Φmkn(t) =
∫ t

t0
ωmkn(t′)dt′, ωmkn(t′) = mΩφ(t̃′) + kΩθ(t̃′) + nΩr(t̃′). (3.251)

于是(3.159)的无演化波形可以平滑过渡到 adiabatic近似下的演化波形

h+(t) − ih×(t) = −2µ
r

∑
lmkn

Z∞
lmkn(t)

[ωmkn(t)]2
−2S

aωmkn(t)
lm (θ)√

2π
e+imφ−Φmkn(t). (3.252)

依照惯例，我们展示一些结果：图3.6和图3.7展示的是 Scott Hughes等人在 2021年发表

的文章中的结果 [26]。这篇文章是人类首次得到 Kerr时空下任意轨道（e ̸= 0, xI ̸= 1）下的，

使用纯相对论流得到的 adiabatic近似下的波形。不同于在此之前的各种各样的“Kludge”波

形，它使用的是(3.236)，(3.237)，(3.238)和(3.247)的完全由黑洞微扰论得到的流推出的轨道演

化。这篇工作与 Drasco & Hughes 2006 [21]一样具有代表意义，标志着我们终于完全走通了

adiabatic阶轨道演化的计算。

对于 EMRI波形来说，下一步是将计算向 1PA阶推进。图3.8展示了 2023年 LISA波形工

作组的最新进展 [95]。1PA阶波形计算的难度飙升，不仅是因为数学复杂度的提升，还需要

考虑更加精细的物理。如对于一个带有自旋角动量 sc的小黑洞，其 1SF的完整表达式可以写

为

D2zα

dτ 2 = −ε

2
(
g̃αβ + uαuβ

) (
2∇̃νh

R,(1)
βµ − ∇̃βh

R,(1)
µν

)
uµuν − ε

2µ
R̃α

βµνu
βSµν + O(ε2), (3.253)

其中 Sµν = δµaδ
ν
bϵ
ab
cs
c，上标“R”代表 regular，是 self-force计算时匹配渐进展开（matched

asymptoitc expansions）结果的非奇异部分。(3.253)式右侧的第一项就是Mino，Sasaki，Tanaka
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图 3.6 左图为初始参数设置 (a, pinit, einit, xI,init) = (0.9M, 10M, 0, 0.5) 下的波形；右图为初始参数设置

(0.9M, 12M, 0.7, 1)下的波形。它们分别为 Hughes 2021中图 13和图 14的一部分 [26]。

图 3.7 左图为初始参数设置 (a, pinit, einit, xI,init) = (0.7M, 10M, 0.25, 0.5) 下 (p(t), e(t), xI(t) 的演化路径，

最终位置 (pfinal, efinal, xI,final) = (4.64M, 0.084, 0.488)为最内稳定轨道（Last Stable Orbit，LSO）；右图为

同一组参数和演化下的波形。它们是 Hughes 2021中的图 15和图 16 [26]。
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图 3.8 LISA波形工作组截止 2023年的进展 [95]

以及 Quinn，Wald于 1997年推导的 1SF公式 [139,140]，取他们五个人的姓氏前两个字母，将

只有第一项的公式命名为MiSaTaQuWa方程。正如前面提到的，adiabatic阶的演化仅由MiS-

aTaQuWa力的辐射部分（耗散部分）决定(3.221)，剩下的守恒部分将贡献在 1PA阶。(3.253)式

右侧的第二项有着更悠久的历史，它由Mathisson在 1937年首先得到 [77, 78]，后在 1952年

被 Papapetrou重新推导 [79]，Dixon的后续发展和 Harte的整理 [80–82]。只有第二项的公式

被称为 Mathisson-Papapetrou-Dixon-Harte（MPD-Harte）方程。MPD项出现在 1SF的表达式

中，但也表现为振荡效应，贡献在 1PA的相位修正中。除此之外，还有更加难以计算的 2SF

阶（的耗散部分），至今（2025年）人们还没有将 2SF拓展到Kerr时空。但我们相信，在 LISA

等空间引力波探测器正式运行之前，这些问题都将被一个个攻克，精准且快速的 EMRI波形

模版库将被建立。
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第四章 b-EMRI的波形计算

本章内容主要出自本人发表的文章：

Yucheng Yin, Josh Mathews, Alvin J. K. Chua, Xian Chen. Relativistic model of binary extreme-

mass-ratio inspiral systems and their gravitational radiation. PhysRevD.111.103007 [155]

以及学习相对论性坐标变换时整理的笔记。

1. 相对论性三体动力学与坐标变换

1.1 b-EMRI模型参数与外轨道设定

图4.1a展示了 b-EMRI的物理图像。中心的超大质量黑洞是一个质量为M ∼ 105−108M⊙、

自旋参数为 a的 Kerr黑洞。我们将 outer binary（OB）的半通径记为 p，当轨道为圆形时即为

外轨道半径。对于 inner binary（IB），其两个恒星级质量黑洞的质量分别记为 m1 和 m2。我

们使用 µ表示 IB的总质量，即 µ ≡ m1 + m2 = Mε，而 m保留用于表示 SWSH的磁量子数

（整数）。为简化计算，假设m1 = m2且 IB具有圆轨道，其轨道直径记为 d。

(a) (b)

图 4.1 b-EMRI系统及其参数示意图。图 (a)展示了 b-EMRI系统的整体结构，图 (b)显示了 IB轨道平面（蓝

色）与 OB轨道平面（黑色）之间的欧拉旋转。蓝色箭头指示小黑洞的运动方向。需注意图 (b)中的 y 轴

在几何上对准 BL坐标系的 eθ 轴方向，对于赤道面 OB轨道而言，该方向与超大质量黑洞自旋方向相反。

在下文中，我们将对两个恒星级黑洞的 IB轨道运动采用牛顿轨道近似，这要求 d相对于

µ必须足够大。然而若 d过大，IB会因希尔机制（Hill’s mechanism）变得不稳定。关于 d的

117

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.111.103007


北京大学本科生毕业论文 第四章 B-EMRI的波形计算

更精确约束将在第五章第2节给出，典型取值为 d ≈几千 µ。对于如此大的 d，需要相当小的

ε（例如 ε < 10−4）来维持系统稳定性。关于 d、ε和 p的其他约束也将在第五章第2节详细讨

论。

如图4.1b所示，决定 IB轨道朝向的三个欧拉角将通过方程(4.4)体现其作用。图4.1b中 FFF

坐标系的 y 轴自然定义为与图4.1a中 BL 坐标系的 eθ 轴同向，因此在图4.1a视角中显示为向

下。为便于讨论欧拉旋转，我们在图4.1b中将系统反转使超大质量黑洞自旋方向朝下。但 x轴

和 z轴方向并不与 er、eφ重合，而是存在进动角 Ω的差异。为描述该进动，我们定义了 LIF

坐标系。FFF、LIF与 BL坐标系间的转换关系将在下一小节完整阐述。从欧拉旋转角度看，ψ̃

是进动角，φ̃是旋转角，θ̃是章动角。物理上 θ̃也表示内禀轨道角动量与外禀轨道角动量间的

夹角。φ̃可被吸收进内轨道运动，导致其与内轨道圆周运动初始相位简并。因此我们将内轨

道双星初始相位设为零以简化计算。此外，ψ̃ 与 BL坐标系中观测者方位角 φ简并，基于相

同原因设 ψ̃ = 0。我们的 b-EMRI模型共包含八个内秉参数，列于表4.1。

M 超大质量黑洞质量 ∼ 105 − 108M⊙

a 黑洞自旋参数固定为 0.9M

ε 质量比 ∼ 10−6 − 10−4

p 外轨道半径（以M 为单位）

d 内轨道直径（以 µ = Mε为单位）

ψ̃ 进动角固定为 0

θ̃ 倾角范围 0至 π

φ̃ 旋转角范围 0至 2π

表 4.1本文 b-EMRI模型关键参数，其中M、a、ε、p、d对应图 4.1a所示参数，ψ̃、θ̃、φ̃对应图 4.1b所示

欧拉角

本工作中，我们假设 OB的轨道遵循 Kerr时空中的赤道面上的圆轨道。从(3.10)式可知，

其 4速度 ux = dx/dτ (x = t, r, θ, φ)的形式退化为：

ut = E
p2

[(p2 + a2)2

∆
− a2

]
+ aLz

p2

(
1 − p2 + a2

∆

)
, (4.1a)

ur = 0 (其中 r = p), (4.1b)

uθ = 0 (其中 θ = π/2), (4.1c)

uφ = Lz

p2 + aE
p2

(
p2 + a2

∆
− 1

)
− a2Lz

p2∆
. (4.1d)
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对于赤道圆轨道，E 和 Lz 可表示为

E ≡ E

µ
= p3/2 − 2Mp1/2 ± aM1/2

p3/4 (p3/2 − 3Mp1/2 ± 2aM1/2)1/2 , (4.2a)

Lz ≡ Lz
µ

= ±M1/2(p2 ∓ 2aM1/2p1/2 + a2)
p3/4 (p3/2 − 3Mp1/2 ± 2aM1/2)1/2 , (4.2b)

其中上符号对应顺行外轨道，下符号对应逆行外轨道。全文假设 OB轨道为顺行。这些表达

式可从 Kerr测地线方程的 r 分量(3.10b)，通过令 R(p) = 0和 R′ ≡ ∂rR|r=p = 0以及 Q = 0

（对应赤道面圆轨道 OB条件），即可得到(4.2)式。

1.2 BL坐标下的小黑洞轨迹

两个恒星级黑洞的相对运动在 IB系统质心 (CM)自由落体的参考系 (前述 FFF)中最易求

解。在该参考系中，根据 Einstein等效原理，时空可视为足够平坦，因此两个黑洞遵循近开普

勒轨道。结合先前对圆形 IB轨道的假设，可计算 IB轨道频率为 ωIB =
√
µ/d3，并将两个黑

洞在其轨道平面内的坐标表示为

x̃ = 1
2
d cos(ωIBτ), (4.3a)

ỹ = 0, (4.3b)

z̃ = 1
2
d sin(ωIBτ), (4.3c)

其中 τ 为 FFF系的固有时，且假设内禀双星质量相等故圆周运动半径为 d/2。

为描述任意取向的 IB，采用欧拉旋转：
x

y

z

 =


cos φ̃ 0 sin φ̃

0 1 0

− sin φ̃ 0 cos φ̃




cos θ̃ − sin θ̃ 0

sin θ̃ cos θ̃ 0

0 0 1




cos ψ̃ 0 sin ψ̃

0 1 0

− sin ψ̃ 0 cos ψ̃




x̃

ỹ

z̃

 , (4.4)

将 IB轨道平面旋转至 FFF系坐标。需注意 φ̃的旋转可吸收为(4.3)式中的初始相位，该相位

在(4.3)式中已设为零。

由于 Teukolsky方程是在 BL坐标系中推导的，我们需要将小黑洞的运动从 FFF坐标系

转换到 BL坐标系。该转换通过两个步骤实现 [91, 156]。各坐标系间的关系如图4.2所示。

首先将内轨道运动转换到 LIF系。该参考系与 FFF系具有相同原点（即 IB的质心）和

ut，但其三个空间轴分别与 BL坐标系的 er、eθ和 eφ轴对齐。因此，FFF与 LIF系的空间轴存

在进动差异，其角频率为 Ω = −
√
M/p3 [156]，推导放在本节末尾的1.3小节的第 1部分。在

赤道面圆轨道 OB的情形下，这恰好等于开普勒轨道频率。负号源于当 ey轴在赤道面与 eθ轴
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图 4.2本文使用的不同参考系及其绕 SMBH旋转时的相对取向。它是图4.1a的俯视图，其中 e1, e2, e3为 LIF

系的单位矢量，分别与 BL坐标系的 er, eθ, eφ对齐。FFF与 LIF系共享以 IB质心为原点的坐标系，而 BL

坐标系的原点位于图中未显示的 SMBH中心。

对齐时指向下方。因此两坐标系间的转换关系为旋转变换：

T = τ, (4.5a)

X1 = x cos(Ωτ) − z sin(Ωτ), (4.5b)

X2 = y, (4.5c)

X3 = x sin(Ωτ) + z cos(Ωτ). (4.5d)

由此，FFF系的 ex和 ez轴将周期性（即图4.2中 (i)时刻）与 LIF系的 e1和 e3轴重合。对

比图4.2(i)时刻与图4.1a可知，这些时刻 ψ̃ = 0。我们可选择这些时刻作为参考点，使得初始

进动信息包含在 IB质心、SMBH与观测者间的方位角 φ中。因此，(4.4)式中关于 ψ̃ 的旋转

退化为恒等变换。

其次，我们将 LIF系中的坐标转换至 BL坐标系。尽管在 LIF系中每个恒星级黑洞与 IB

质心的距离是固定的（基于圆形内轨道的假设），但在 BL坐标系中该距离会随时间变化，原

因有二：(i) LIF坐标由 IB质心处的观测者测量，而 BL坐标由无穷远观测者测量，两者存在

坐标变换；(ii)由于质心运动，坐标变换也随时间变化。需要强调的是，此前的研究尚未考虑

这种质心距离的变化。

这种变化的距离通常可展开为无穷级数 [92]，但就我们的研究目的而言，保留 X1,2,3 的
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二阶项已足够。参考文献 [91]，单个小黑洞的轨迹可表示为：

t = t0+
(MMφ + γ1/2

φφ ν)X3(κφX1 + 1)
γ

1/2
φφ M/γ

+
(γ1/2
φφ + MMφν)(T − ΩX1X3)

γ
1/2
φφ M/γ

, (4.6a)

r = r0+
2X1 + κr(X1)2 − κθ(X2)2 − κφ(X3)2

2γ1/2
rr

, (4.6b)

θ = θ0+
κθX

1X2 +X2

γ
1/2
θθ

, (4.6c)

φ = φ0+
X3(κφX1 + 1) + ν(T − ΩX1X3)

γ
1/2
φφ /γ

, (4.6d)

其中M、Mφ、γ1/2
rr 、γ

1/2
θθ 、γ1/2

φφ、κr、κθ、κφ、ν、γ均为M、a、p的函数，具体表达式和推

导位于本节最后1.3小节的第 2部分。

根据(4.4)-(4.6)式，每个小黑洞的 BL坐标 t、r、θ、φ可展开为 d的级数。为保证 IB稳

定性（第 2节将讨论），d必须足够小。此时运动轨迹可表示为：

t = c00 + c01d+ c02d
2 + O(d3), (4.7a)

r = c10 + c11d+ c12d
2 + O(d3), (4.7b)

θ = c20 + c21d+ c22d
2 + O(d3), (4.7c)

φ = c30 + c31d+ c32d
2 + O(d3), (4.7d)

其中零阶项 c00、c10、c20和 c30对应 OB的赤道面圆轨道测地线：

c00 = utτ, (4.8a)

c10 = p, (4.8b)

c20 = π/2, (4.8c)

c30 = uφτ. (4.8d)

一阶和二阶系数 c01、c02、c11、c12、c21、c22、c31、c32的推导见1.3小节的第 3部分。需特别

注意的是，这些系数均包含 ωIB =
√
µ/d3项（本身是 d的函数）。我们选择在固定 ωIB值下进

行 d的级数展开，主要基于三点考虑：首先，这是处理内外轨道不同时空尺度时保证展开式

收敛的最直接方法；其次，可避免对 IB轨道相位振荡函数的不精确展开；最后，固定 ωIB能

规避通过离散频谱中 ωIB 的 d依赖性对 Teukolsky径向齐次解进行复杂展开的问题（下节详

述）。因此，我们将 ωIB作为独立参数预处理，其演化速度远慢于外围轨道运动，故可忽略。

上述展开揭示了小黑洞轨迹比其他已有的 b-EMRI波形工作 [75, 83, 84]中假设的简单内

外运动叠加更为丰富的结构。这使我们能更精确计算每个小黑洞偏离测地线运动的程度，进

而求解扰动 Kerr时空产生的引力波形。
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1.3 坐标变换与轨迹系数的推导

1.3.1 FFF→LIF的 Schiff进动 Ω（基于 Rindler & Perlick 1990 [156]）

b-EMRI系统中的的 IB可以看成是 Kerr时空中沿某条测地线运动（FFF）的陀螺仪在测

地线某一个位置关于该位置局域惯性系（LIF）的进动。LIF中 xi = const, t = τ，在 FFF与

LIF之间可以通过 Fermi-Walker旋转变换实现。两个坐标系的坐标原点是重合的，时间方向

也是重合的，只是空间上相差一个转动 Ω。这一节的目的就是为了求出 Ω，因此我们首先要

得到 xi = const的 LIF，轴对称时空的一般度规表示为

ds2 = −e2ψ(dt− ωidxi)2 + hijdxidxj, (4.9)

其中 ψ, ωi, hij 都只是空间坐标 xi的函数，如果我们做如下坐标变换

x′i = x′i(x1, x2, x3),

t′ = a[t+ f(x1, x2, x3)],
(4.10)

则度规的形式保持不变

ds2 = −e2ψ′(dt′ − ω′
idx′i)2 + hijdx′idx′j, (4.11)

其中

ψ′ = ψ − ln a,

ω′
i = a(ωi + f,i),

(4.12)

可见 ψ,i, e
ψω[i,j] 保持不变。因此总存在一组坐标变换使得 ψ = 0, ωi = 0但是不影响空间线

元 hij

dl2 = hijdxidxj. (4.13)

我们想要研究刚体在弯曲时空中沿某个方向的旋转，需要先定义一个投影算符，其作用是将

一个 n维流形上的张量投影到其上的一个 n-1维子流形上。在我们的例子中，就是将四维时

空中的坐标投影到纯空间的方向上，从而可以定义弯曲时空中的旋转矩阵。这个投影张量是

hµν = gµν + uµuν . (4.14)

它是一个对称张量，可以验证将其与 4-速度缩并结果为 0，所以它与四速度方向垂直，也就

是代表着 LIF中的空间方向

hµνu
µ = gµνu

µ + uµu
µuν = uν − uν = 0. (4.15)
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这里用到 uµu
µ = −1是因为我们研究的测地线是类时的。定义

hµν = gµρhρν = δµν + uµuν (4.16)

为投影算符。对任意一个 4-矢量 V µ做 Fermi导数得到

DFV
µ

dτ
= DV µ

dτ
+ (aµuν − uµaν)Vν . (4.17)

在 FFF中，aµ = 0因此 Fermi导数退化到协变导数。更进一步，如果 V µ 在沿着测地线运动

过程中始终垂直于 uµ，则有

DFV
µ

dτ
=
(

DV µ

dτ

)
⊥
, (4.18)

其中 (
DV µ

dτ

)
⊥

= hµν
D
dτ
V ν . (4.19)

由于一个矢量 V µ 的投影 V µ
⊥ = hµνV

ν 只有空间分量，因此我们按照惯例用拉丁字母表示

ijk = 1, 2, 3于是(4.18)中的导数可以进一步写成一个普通导数

d
dτ
V i = ui,jV

j. (4.20)

由于这个方程是一个一阶线性常微分方程，所以其解可以表示成其在某一时刻 q的解的一个

线性变换

Vi(τ) = Aij(τ)V j
∣∣∣
q
. (4.21)

这个线性变换矩阵 Aij 包含了方向和形状的信息，因此它可以分解为

Aij = δlmOilSmj, (4.22)

其中 Oij 为一个正交矩阵，包含了方向信息，在 q点退化为单位矩阵；Sij 为一个对称矩阵，

包含着相邻测地线之间距离信息，在 q点同样退化为单位矩阵。我们想要描述这个矢量场方

向和大小的变化率，通过线性代数的知识，旋转矩阵（正交矩阵）的导数 dOij/dτ 为反对称

矩阵，因此通过(4.20)式，在 q点附近的测地线方向变化率为 ui;j 的反对称部分，于是旋转矩

阵可以定义为

ωµν = hµ
ρhν

σu[ρ,σ] = (δµρ + uµu
ρ)(δνσ + uνu

σ)u[ρ,σ]. (4.23)

在我们关心的轴对称时空中 uµ = e−ψδ0
µ, uµ = −eψ(δµ0 − ωiδµ

i)，因此其三维分量为

ωkj = eψω[k,j]. (4.24)
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它与三维旋转矢量 Ωi之间的关系为

ωkj = Ωiηijk, (4.25)

其中 ηijk = (dethmn)1/2ϵijk 是 Levi-Civita张量，其逆为 ηijk = (dethmn)−1/2ϵijk，因此可以得

到

Ωi = eψ(dethmn)−1/2ϵijkω[k,j] = 1
2
eψ(dethmn)−1/2ϵijkωk,j. (4.26)

对于 Kerr时空，在赤道面上 θ = π/2, dθ = 0

ds2 = −
(

1 − 2M
r

)
dt2− 4aM

r
dtdφ+

(
r2 + a2 + 2a2M

r

)
dφ2+

(
1 + a2

r2 − 2M
r

)−1

dr2. (4.27)

为了方便我们得到 LIF，我们可以选择转动坐标变换(4.10)

φ = φ′ + ωt. (4.28)

变换后的 Kerr度规为

ds2 = −
[
1 − ω2(a2 + r2) − 2M

r
(1 − aω)2

]
×
[
dt− ω(r2 + a2) − (2aM/r)(1 − aω)

1 − ω2(r2 + a2) − (2M/r)(1 − aω)2 dφ′
]2

+ r2 − 2Mr + a2

1 − ω2(r2 + a2) − (2M/r)(1 − aω)2 dφ′2 +
(

1 + a2r−2 − 2M
r

)−1

dr2.

(4.29)

对比(4.9)可得

e2ψ = 1 − ω2(a2 + r2) − 2M
r

(1 − aω)2,

ω1 = ω2 = 0,

ω3 = ω(r2 + a2) − (2aM/r)(1 − aω)
1 − ω2(r2 + a2) − (2M/r)(1 − aω)2 .

(4.30)

为了最终使 ψ保持不变，一定有 ψ,r = 0即令 e2ψ 的 r偏导数为零，得到

ω =

a±
√
r3

M

−1

. (4.31)

将其带入得

eψ =

±2a
√
r3

M
+ r3

M
− 3r2

1/2a±
√
r3

M

−1

,

ω3,1 = 2

a±
√
r3

M

r ± Ma

r2

√
r3

M

±2a
√
r3

M
+ r3

M
− 3r2

−1

,

h11 = 1 + a2

r2 − 2M
r
,

h33

±2
√
r3

M
+ r3

M
− 3r2

 (r2 − 2Mr + a2)−1

a±
√
r3

M

−2

.

(4.32)
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将它们带入(4.26)式得

Ω = ±
√
M

r3 (4.33)

这个进动的大小正好就是 Kepler轨道特征角速度的大小，这个进动最早由 Schiff在 1960年

发现 [157]，因此被命名为 Schiff进动。

1.3.2 LIF→BL的 Fermi-Walker移动

对于任意弯曲时空中做任意类时运动的观测者，有一类很自然的描述在观测者附近（远

小于曲率半径）的范围内运动的参考系，这个参考系最早被 Fermi提出 [158]，因此叫做 Fermi

参考系。它实际上是一类局域惯性系，其空间方向是一个笛卡尔坐标系，区别于其他局域惯性

系的是在这个参考系中描述的运动在沿观测者世界线平行移动的时候是没有旋转的，但是其

三个空间方向的坐标轴在随观测者沿其世界线做 Fermi-Walker移动的时候，其方向是不断变

化的。因此 Fermi坐标系的时间方向与观测者 4-速度的方向一致，空间方向在是不断旋转的。

这个旋转可以通过沿观测者世界线平移（做 Fermi-Walker移动）的时候，沿三个坐标轴方向

的陀螺仪的进动描述，也就是上一部分中的(4.26)式。Misner，Thorne和Wheeler在他们的著

作Gravitation [159]中推导了在观测者的 Fermi坐标 (XA) = (T,X i), (A = 0, 1, 2, 3, i = 1, 2, 3)

中的时空度规的一阶展开

ds2 = −
[
1 + 2Ai(T )X i

]
dT 2 − 2ϵijkX iωj(T )dXkdT + δijdX idXj + O(3). (4.34)

由于它是一个展开式，因此其适用范围也仅仅是观测者附近的范围，也就是背景时空可以认

为是平直时空的范围。观测者静止在 X i = 0的位置，T 是观测者的固有时间，Ai(T )是观测

者自身在背景时空中的加速度，如果观测者本身处于背景时空的测地线上则 Ai ≡ 0，ωi(T )

就是(4.26)式中的 Ωi。

当然这三个空间坐标轴 X i 的方向一开始是人为取定的，只是其旋转的方式由 Fermi-

Walker 移动过程中陀螺仪的进动描述。对于沿着时空 Killing 轨迹的观测者世界线而言，可

以很自然地将空间轴方向取为沿着世界线被 Lie dragged的方向（随着 Killing轨迹一起滑动，

保持同步的方向），如 Kerr黑洞赤道面上圆轨道的观测者就可以将 X1, X2, X3 对准 r，θ 和

Lorentz boost的 φ方向。如果考虑最一般的 Killing圆轨道，我们可以将加速度的方向与第一

个空间轴的方向对齐 A = A1，由于加速度的方向与角速度的方向垂直，所以可以将第二个空

间轴的方向与角速度对齐 Ω = ω2̂，于是度规变为

ds2 = −(1 + 2AX1)dT 2 + 2Ω(X3dX1 −X1dX3)dT + δijdX idXj + O(3). (4.35)
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下面我们考虑背景时空为 Kerr时空，为了得到一阶 Fermi坐标下的度规，我们需要将坐标变

换展开到二阶，这将引入 16个一阶展开系数 aαB 和 4×10个二阶展开系数 bαBC

xα = xα0 + aαBX
B + bαBCX

BXC + O(3). (4.36)

坐标变换的 Jacobi矩阵为

JαB = ∂xα

∂XB
= aαB + 2bαBCXC + O(2). (4.37)

它们需要满足 10个方程

gAB = gαβJ
α
AJ

β
B = gαβa

α
Aa

β
B + 2gαβaαAb

β
BCX

C + O(2), (4.38)

其中 gαβ 是定义在(2.115)的 Kerr度规。当我们选择合适的研究区域，离观测者足够近（观测

者附近的时空足够平直），则 O(2) 的项可以直接扔掉，于是这个方程对于 4 个 XC 应该是

分别成立的，因此这实际上是 40个线性的方程，刚好可以限制 40个二阶展开系数 bβBC。而

一阶展开系数的处理更为简单，前面已经说了我们只需要将它们固定在与 Killing轨迹上 Lie

dragged的方向即可，因此有 aαB = δαB。

首先考虑一个在 Kerr时空中的赤道面上的静止观测者（想象它可能是一个火箭，沿径向

向外飞，推力产生的 4加速度使之恰好静止在该位置）。其线元可以写成

ds2 = −
(

1 − 2M
r

)
dt2 − 4aM

r
dtdφ+ r2

∆
dr2 + r2dθ2 + (r2 + a2)2 − ∆a2

r2 dφ2

= −M2(dt2 −Mφdφ)2 + γrrdr2 + γθθdθ2 + γφφdφ2,

(4.39)

其中

M =
√

1 − 2M
r
, Mφ = − 2aM

r − 2M
, γ1/2

rr = r√
∆
, γ

1/2
θθ = r, γ1/2

φφ =
√

r∆
r − 2M

. (4.40)

于是可以定义其 1-形式标架

ωt̂ = M(dt−Mφdφ), ωr̂ = γ1/2
rr dr, ωθ̂ = γ

1/2
θθ dθ, ωφ̂ = γ1/2

φφ dφ. (4.41)

其对偶标架场为

et̂ = M−1∂t ≡ m, er̂ = γ−1/2
rr ∂r, eθ̂ = γ

−1/2
θθ ∂θ, eφ̂ = γ−1/2

φφ (∂φ +Mφ∂t). (4.42)

m为静止观测者的 4-速度。对应的坐标变换为

ωα̂ = ωα̂βdxβ, eα̂ = eβα̂∂β, (4.43)

126



北京大学本科生毕业论文 第四章 B-EMRI的波形计算

其中 ωα̂β 可以拆成两部分

(ωα̂β) =



1 0 0 ν(n)

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





M 0 0 0

0 γ1/2
rr 0 0

0 0 γ
1/2
θθ 0

0 0 0 γ1/2
φφ


, (4.44)

其中

ν(n) = ν(n,m) = −γ−1/2
φφ MMφ = 2aM

r
√

∆
, (4.45)

是静止观测者相对于 ZAMO（zero angular momentum observer）观测者的速度，n为 ZAMO

的 4-速度。同样地，我们也可以将 Fermi坐标的坐标基写成相同的形式W α̂ = W α̂
BdXB

(W α̂
B) =



1 −ΩX3 0 ΩX1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





1 + AX1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


. (4.46)

如前所述，如果我们固定方向 (X1, X2, X3) ∼ (r, θ, φ)，对于静止观测者 r = r0，θ = θ0，

φ = φ0，坐标变换可以写成

ωα̂β
∣∣∣
Xi=0

(xβ − xβ0 ) = δα̂BX
B + bα̂BCX

BXC + O(3), (4.47)

或者微分形式

(0)ωα̂ ≡ ωα̂
∣∣∣
Xi=0

= [δα̂B + 2bα0B]dXB + O(2). (4.48)

于是 Jacobi矩阵为

JαB = ∂xα

∂XB
= (0)eαγ̂[δγ̂B + 2bγ̂BCXC ] + O(2). (4.49)

度规随坐标的变换为

gAB = ηγ̂δ̂ω
γ̂
αω

δ̂
βJ

α
AJ

β
B. (4.50)

为了将度规写到一阶，需要将坐标变换也展开到一阶，在赤道面上，上述所有都只是 r到函

数，因此只对 r展开即可

ωγ̂α =(0)ωγ̂α + (0)(ωγ̂α,r̂)X1 + O(2)

=
[
δr̂δ + (0)(ωδ̂µ,r̂eµδ̂)X

1
]

(0)ωδ̂α + O(2),
(4.51)
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其中

(ωα̂µ,r̂eµβ̂) = diag(a(m)r̂,−κ(xi,m)r̂) + (2ω(m)θ̂δα̂0δ
φ̂
β̂). (4.52)

其中 a(m)r̂ = (lnM),r̂ 是静止观测者的径向加速度，ω(m)θ̂ 是静止观测者唯一非零的旋转

速度分量，κ(xi,m)r̂ = −(ln γ1/2
ii ),r̂ 是度规对角项的曲率分量，这些量的值由(4.41)求导再乘

上(4.42)给出

a(m)r̂ = M
√

∆
r2(r − 2M)

, ω(m)θ̂ = − aM

r2(r − 2M)
,

κ(r,m) = Mr − a2

r2
√

∆
, κ(θ,m)r̂ −

√
∆
r
, κ(φ,m)r̂ − r(r − 2M)2 −Ma2

r2
√

∆(r − 2M)
.

(4.53)

将它们代入(4.50)式并保留到一阶得

2AX1δ0
Aδ

0
B + 2Ω(X3δ1

(AX
1δ3

(A)δ0
B) = 2ηγ̂δ̂

(0)(ωγ̂µ,r̂e
µ
α̂)X1δα̂Aδ

δ̂
B + 4ηγ̂δ̂b

γ̂
Ajδ

δ̂
BX

j. (4.54)

这就是限制二阶展开的 40个方程，对比系数可得 A = a(m)r̂, Ω = ω2 = ω(m)θ̂，然后就得到

了(4.47)的坐标变换

(0)M
[
(t− t0) − (0)Mφ(φ− φ0)

]
= T − (0)ω(m)θ̂X1X3 + O(3), (4.55a)

(0)γ1/2
rr (r − r0) = X1

(
1 + 1

2
(0)κ(r,m)r̂X1

)
− 1

2
(0)κ(θ,m)r̂(X2)2

− 1
2

(0)κ(φ,m)r̂(X3)2 + O(3), (4.55b)

(0)γ
1/2
θθ (θ − θ0) = X2

(
1 + (0)κ(θ,m)r̂X1

)
+ O(3), (4.55c)

(0)γ1/2
φφ (φ− φ0) = X3

(
1 + (0)κ(φ,m)r̂X1

)
+ O(3). (4.55d)

这些式子实际上是由(4.48)积分而来，如

(r − r0)1 =
∫ [

γ−1/2
rr + O(2)

]
dX1

=(0)γ−1/2
rr

∫ [
1 + (0)κ(r,m)r̂X1

]
dX1 + O(3)

=(0)γ−1/2
rr

[
X1 + 1

2
(0)κ(r,m)r̂(X1)2

]
+ O(3).

(4.56)

写成更便于计算的形式就是

t− t0 = (0)M−1
[
T − (0)ν(n,m)X3

(
1 + κ(θ,m)r̂X1

)
− (0)ω(m)θ̂X1X3

]
+ O(3), (4.57a)

r − r0 = (0)γ−1/2
rr X1

(
1 + 1

2
(0)κ(r,m)r̂X1

)
− 1

2
(0)κ(θ,m)r̂(X2)2

− 1
2

(0)κ(φ,m)r̂(X3)2 + O(3), (4.57b)
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θ − θ0 = (0)γ
−1/2
θθ X1

(
1 + (0)κ(θ,m)r̂X1

)
+ O(3), (4.57c)

θ − θ0 = (0)γ−1/2
φφ X1

(
1 + (0)κ(φ,m)r̂X1

)
+ O(3). (4.57d)

若观测者在赤道面上做圆轨道运动（不一定沿测地线但必须是类时的轨道），我们可以做

坐标变换

t̃ = t, r̃ = r, θ̃ = θ, φ̃ = φ− ζt, (4.58)

其中 ζ 是在无穷远处观测者眼中，圆轨道观测者的角速度。圆轨道观测者的 4-速度于是为

m̃ = Γ(∂t + ζ∂φ)，Γ > 0为归一化系数。设 U = m̃ = Γ(∂t + ζ∂φ)。如果从静止观测者(4.42)通

过 Lorentz变换得到同样半径处圆周运动的观测者的世界线，其 4-速度应该是

U = γ(et̂ + νeφ̂), γ = (1 − ν2)−1/2, (4.59)

其中 ν 是在相同半径处静止的观测者与圆运动观测者重合时二者的相对速度。对比系数得

Γ = γ(M−1 +Mφνγ
−1/2
φφ ), ζ = Mν

γ
1/2
φφ +MMφν

. (4.60)

1-形式基也可以用 Lorentz变换给出

W t̂ = γ[ωt̂−νωφ̂], W r̂ = ωr̂ = g1/2
rr dr, W θ̂ = ωθ̂ = g

1/2
θθ dθ, W φ̂ = γ[−νωt̂+ωφ̂]. (4.61)

因此坐标变换方程右侧与(4.55)相似，但是 φ 方向要变成关于 U 的速度，方程左侧要加上

Lorentz boost

DT = T − Ω(ν)X1X3 + O(3), (4.62a)

DR = X1
(

1 + 1
2

(0)κ(r,m)r̂X1
)

− 1
2

(0)κ(θ,m)r̂(X2)2

− 1
2

(0)κ(φ,U)r̂(X3)2 + O(3), (4.62b)

DΘ = X2
(
1 + (0)κ(θ,m)r̂X1

)
+ O(3), (4.62c)

DΦ = X3
(
1 + (0)κ(φ,U)r̂X1

)
+ O(3), (4.62d)

其中

DT = γ
[

(0)M(t− t0) −
(

(0)M (0)Mφ + ν(0)γ1/2
φφ

)
(φ− φ0)

]
, (4.63a)

DR = (0)γ1/2
rr (r − r0), (4.63b)

DΘ = (0)γ
1/2
θθ (θ − θ0), (4.63c)

DΦ = γ
[
−(0)Mν(t− t0) +

(
(0)M (0)Mφν + (0)γ1/2

φφ

)
(φ− φ0)

]
. (4.63d)
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令 X3 = 0可以得到 BL坐标系下的轨道方程

φ− φ0 = ζ(t− t0). (4.64)

同样对比系数得到新的 4-加速度为

κ(ν) = γ2(0)κ(φ,m)r̂(ν − ν+)(ν − ν−) ≡ A, (4.65)

其中测地线对应的速度为（正负号代表正转和反转轨道）

ν± =
√

∆
a± (r − 2M)

√
r/M

. (4.66)

转动角速度

Ω(ν) = 1
2
γ−2 dκ(ν)

dν
, (4.67)

共动角向曲率为

κ(φ,U)r̂ = −γ2κ(φ,m)(1 − νν+)(1 − νν−) = −κ(ν−1), (4.68)

以及

a(m)r̂ = κ(φ,m)r̂ν+ν−, −2ω(m)θ̂ = κ(φ,m)(ν+ + ν−). (4.69)

若圆轨道观测者恰好走圆测地线，即我们 b-EMRI 模型中 OB 的质心，则 ν = ν±，加速度

A = 0，

κ(φ,U±)r̂ = κ(φ,m)r̂ − a(m)r̂ = κ(φ,m)r̂(1 − ν+ν−). (4.70)

角速度变为

Ω(ν±) = ∓
√
M

r3 , (4.71)

取顺转轨道对应的负号即为(4.5)中的 Ω。BL坐标系中观测到的角速度

ζ± = ±
√
M

r3

1 ± a

√
M

r3

−1

. (4.72)

上一小节中得到的(4.6)式是将(4.62)和(4.63)化简后的结果。为了避免符号的重复定义，我

们对部分符号进行了重命名：

κr ≡ (0)κ(r,m)r̂, κθ ≡ (0)κ(θ,m)r̂,

κφ ≡ (0)κ(φ,U)r̂, M ≡ (0)M, Mφ ≡ (0)Mφ,

γ1/2
rr ≡ (0)γ1/2

rr , γ
1/2
θθ ≡ (0)γ

1/2
θθ , γ1/2

φφ ≡ (0)γ1/2
φφ .

(4.73)
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1.3.3 (4.7)式中的展开系数

对(4.6)式进一步展开得到

t =t0 +
γ1/2
φφ + MMφν

γ
1/2
φφ M/γ

T +
MMφ + γ1/2

φφ ν

γ
1/2
φφ M/γ

X3

+
(MMφ + γ1/2

φφ ν)κφ − (γ1/2
φφ + MMφν)Ω

γ
1/2
φφ M/γ

X1X3, (4.74a)

r =r0 + 1
γ

1/2
rr

X1 + κr

2γ1/2
rr

(
X1
)2

− κθ

2γ1/2
rr

(
X2
)2

− κφ

2γ1/2
rr

(
X3
)2
, (4.74b)

θ =θ0 + 1
γ

1/2
θθ

X2 + κθ

γ
1/2
θθ

X1X2, (4.74c)

φ =φ0 + νγ

γ
1/2
φφ

T + γ

γ
1/2
φφ

X3 + κφ − νΩ
γ

1/2
φφ /γ

X1X3, (4.74d)

其中

M =
√

1 − 2M
p
, Mφ = − 2aM

p− 2M
,∆0 = p2 − 2Mp+ a2, Ω = −

√
M

p3

γ1/2
rr = p√

∆0
, γ

1/2
θθ =

√
∆0, γ1/2

φφ =
√

p∆0

p− 2M
,κr = Mp− a2

p2
√

∆0
, κθ = −

√
∆0

p2 ,

κφ = a2Mp− 4M2p2 + 4Mp3 − p4 −M∆0

p2(p− 2M)
√

∆0
, ν =

√
∆0

a+ (p− 2M)
√
p/M

, γ = 1√
1 − ν2

,

t0 = 0, r0 = p, θ0 = π

2
, φ0 = 0.

(4.75)

容易验证(4.74)式中 t和 φ分量的 T 系数项正好对应四维速度分量 ut和 uφ。

将(4.4)-(4.5)式代入(4.74)式，得到一阶和二阶展开系数：

c01 =
MMφ + γ1/2

φφ ν

4γ1/2
φφ M/γ

{
(1 + cos θ̃) sin [(Ω + ωIB) τ − φ̃] − (1 − cos θ̃) sin [(Ω − ωIB) τ − φ̃]

}
,

(4.76a)

c11 = 1
4γ1/2

rr

{
(1 + cos θ̃) cos [(Ω + ωIB) τ − φ̃] − (1 − cos θ̃) cos [(Ω − ωIB) τ − φ̃]

}
, (4.76b)

c21 = 1
2γ1/2

θθ

sin θ̃ cos (ωIBτ) , (4.76c)

c31 = γ

4γ1/2
φφ

{
(1 + cos θ̃) sin [(Ω + ωIB) τ − φ̃] − (1 − cos θ̃) sin [(Ω − ωIB) τ − φ̃]

}
, (4.76d)

c02 =
(MMφ + γ1/2

φφ ν)κφ − (γ1/2
φφ + MMφν)Ω

16γ1/2
φφ M/γ

×
{

2 cos4 θ̃

2
sin [2 (Ω + ωIB) τ − 2φ̃]

− sin2 θ̃ sin (2Ωτ − 2φ̃) + 2 sin4 θ̃

2
sin [2 (Ω − ωIB) τ − 2φ̃]

}
, (4.76e)

c12 =κr + κφ

16γ1/2
rr

cos4 θ̃

4
cos [2 (Ω + ωIB) τ − 2φ̃] + κr + κφ

16γ1/2
rr

sin4 θ̃

2
cos [2 (Ω − ωIB) τ − 2φ̃]
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− κr + κφ

32γ1/2
rr

sin2 θ̃ cos (2Ωτ − 2φ̃) − κr + 2κθ − κφ

32γ1/2
rr

sin2 θ̃ cos (2ωIBτ)

+ κr − κφ

32γ1/2
rr

(
1 + cos2 θ̃

)
− κθ

16γ1/2
rr

sin2 θ̃, (4.76f)

c22 =κθ sin θ̃
16γ1/2

θθ

{(
1 + cos θ̃

)
cos [(Ω + 2ωIB) τ − φ̃] −

(
1 − cos θ̃

)
cos [(Ω − 2ωIB) τ − φ̃]

+ 2 cos θ̃ cos (Ωτ − φ̃)
}
, (4.76g)

c32 = κφ − νΩ
16γ1/2

φφ /γ
×
{

2 cos4 θ̃

2
sin [2 (Ω + ωIB) τ − 2φ̃] − sin2 θ̃ sin (2Ωτ − 2φ̃)

+ 2 sin4 θ̃

2
sin [2 (Ω − ωIB) τ − 2φ̃]

}
. (4.76h)

可以看出，所有这些系数都是 τ 的函数。

2. Teukolsky源的展开

在计算 EMRI波形时，我们得到了一个任意轨道小黑洞的静态波形可以表示为(3.159)式，

这是已经提取出 EMRI 频谱(3.156b)后的结果。但我们还不知道 b-EMRI 的频谱是何种形式，

因此先退回到 Fourier逆变换之前的波形

h+ − ih× = −2µ
r

∑
lm

∫
dωZ

in
lm

ω2
−2S

aω
lm(θ)√
2π

e−iω(t−r∗)+imφ, (4.77)

其中

Z in
lm = Z in

lm(r → ∞, ω) = 1
Wlm(ω)

∫ ∞

r+

dr′R
in
lm(r′, ω)

∆′2 Tlm(r′, ω), (4.78)

这里的Wlm(ω)是定义在(3.121)式的Wronskian，Tlm(r, ω)定义在(3.143)式，6个表达式 A中

的 Cnn, Cm̄n, Cm̄m̄定义在(3.136)式。

(4.7)式启发我们将 Teukolsky源项展开为 d的级数。直接结果是(3.144)式定义的振幅 Z in
lm

也变为 d的级数。为展开 Z in
lm，首先注意到最一般情形下可将其改写为：

Z in
lm(ω) = µ

Wlm(ω)

∫ ∞

−∞
dτ dt

dτ
eiωt(τ,d)−imφ(τ,d)Zlm [r(τ, d), θ(τ, d)] . (4.79)

利用(4.7)式，指数项可展开为：

exp[iωt− imφ] = E (0)
lm (τ, ω) + E (1)

lm (τ, ω)d+ E (2)
lm (τ, ω)d2 + O(d3), (4.80)

其中

E (0)
lm (τ, ω) = exp

[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]
, (4.81a)
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E (1)
lm (τ, ω) = exp

[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]

× i(ωc01 −mc31), (4.81b)

E (2)
lm (τ, ω) = exp

[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]

×
[
i(ωc02 −mc32) − 1

2
(ωc01 −mc31)2

]
. (4.81c)

同样地，我们可以将 Zlm展开为

Zlm[r, θ] = Z(0)
lm (r0, θ0) + Z(1)

lm (r0, θ0)d+ Z(2)
lm (r0, θ0)d2 + O(d3), (4.82)

其中

Z(0)
lm (r0, θ0) =Zlm(r, θ, d)

∣∣∣∣
d=0

, (4.83a)

Z(1)
lm (r0, θ0) =dZlm(r, θ, d)

dd

∣∣∣∣
d=0

= (∂rZlm)d=0 c11 + (∂θZlm)d=0 c21 + (∂dZlm)d=0 , (4.83b)

Z(2)
lm (r0, θ0) =1

2
d2Zlm(r, θ, d)

dd2

∣∣∣∣
d=0

=1
2
(
∂2
rZlm

)
d=0

c2
11 + 1

2
(∂θ∂rZlm)d=0 c11c21 + 1

2
(∂d∂rZlm)d=0 c11

+ (∂rZlm)d=0 c12 + 1
2
(
∂2
θZlm

)
d=0

c2
21 + 1

2
(∂r∂θZlm)d=0 c21c11

+ 1
2

(∂d∂θZlm)d=0 c21 + (∂θZlm)d=0 c22 + 1
2

(∂r∂dZlm)d=0 c11

+ 1
2

(∂θ∂dZlm)d=0 c21 + 1
2
(
∂2
dZlm

)
d=0

. (4.83c)

通过将(4.80)和(4.82)式代入(4.79)式并展开为 d的级数，我们得到

Z in
lm(ω) = 1

Wlm(ω)

∫ ∞

−∞

[
Z

(0)
lm (τ, ω) + Z

(1)
lm (τ, ω)d+ Z

(2)
lm (τ, ω)d2 + O(d3)

]
dτ, (4.84)

其中

Z
(0)
lm (τ, ω) =E (0)

lm (τ, ω)Z(0)
lm (r0, θ0), (4.85a)

Z
(1)
lm (τ, ω) =E (0)

lm (τ, ω)Z(1)
lm (r0, θ0) + E (1)

lm (τ, ω)Z(0)
lm (r0, θ0), (4.85b)

Z
(2)
lm (τ, ω) =E (0)

lm (τ, ω)Z(2)
lm (r0, θ0) + E (1)

lm (τ, ω)Z(1)
lm (r0, θ0) + E (2)

lm (τ, ω)Z(0)
lm (r0, θ0). (4.85c)

这里我们在 IB质心 (d = 0)处计算 r 和 θ，如前所述，其近似遵循测地圆轨道运动，因此有

r0 = p和 θ0 = π/2。

对于零阶展开，积分直接可得

Z
in(0)
lm (ω) = 1

Wlm(ω)

∫ ∞

−∞
Z

(0)
lm (τ, ω) dτ

= 1
Wlm(ω)

∫ ∞

−∞
ei(ωut−muφ)τZ(0)

lm (r0, θ0, ω) dτ

= 2π
utWlm(ω)

δ
(
ω −m

uφ

ut

)
Z(0)
lm (r0, θ0, ω).

(4.86)
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这表明零阶引力辐射对应的频率为

ω(0)
m = m

uφ

ut
, m = −l, . . . , l. (4.87)

现在我们转向(4.84)和(4.85)式定义的一阶和二阶项。实际上，展开系数 c01、c02、c11、c12、

c21、c22、c31、c32的引入带来了关于 τ 的额外三角函数项。我们使用

sinA = eiA − e−iA

2i
, cosA = eiA + e−iA

2
, (4.88)

将这些三角函数项转换为指数形式。然后如(4.86)的示例，将积分转化为 delta函数，即可得

到一阶和二阶波形的频率与振幅。

对于一阶波形，我们发现频率满足条件

ω(1)
mwv = m

uφ

ut
+ w

Ω
ut

+ v
ωIB

ut
, (4.89)

其中m = −l, . . . , l，w = 0,±1，v = ±1。因此每个m对应六个分裂的一阶模式，其振幅为

Z
in(1)
lm = 2π

ut
∑
wv

Z
(1)
lmwv

Wlmwv

. (4.90)

其中 Z
(1)
lmwv ≡ Z

(1)
lm (r0, θ0, ω

(1)
mwv)为分裂一阶振幅，Wlmwv ≡ Wlm(ωmwv)为Wronskian在分立频

率下的表示。

对于二阶波形，每个m对应十五个模式，由下式给出

ω(2)
mwv = m

uφ

ut
+ w

Ω
ut

+ v
ωIB

ut
, (4.91)

其中m = −l, . . . , l，w = 0,±1,±2，v = 0,±2。振幅为

Z
in(2)
lm = 2π

ut
∑
wv

Z
(2)
lmwv

Wlmwv

. (4.92)

其中 Z
(2)
lmwv ≡ Z

(2)
lm (r0, θ0, ω

(2)
mwv)为分裂二阶振幅。六个 Z

(1)
lmwv和十五个 Z

(2)
lmwv的解析表达式推

导如下：

将(4.81)和(4.83)式代入(4.85)式，我们推导出 Z
(1)
lm 和 Z

(2)
lm 的表达式。一阶振幅的形式为

Z
(1)
lm (τ, ω) =

[
α1c01 +α2c11 +α3c21 +α4c31 +α5∂τc11 +α6∂τc21

]
×exp

[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]
, (4.93)

其中当固定 r0 = p和 θ0 = π/2时，α1、α2、α3、α4、α5、α6为常数。∂τc11和 ∂τc21项的出现

是因为(3.136)式定义的 Cnn、Cm̄n、Cm̄m̄中包含 dr/dτ 和 dθ/dτ 项。通过 Mathematica匹配

c01、c11、c21、c31、∂τc11、∂τc21的解析表达式，不难获得它们的完整形式，但由于篇幅限制，

此处不予展示。
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进一步应用(4.76)式，可将结果展开为正余弦函数的组合：

Z
(1)
lm (τ, ω) =

{
α̃1 sin [(Ω + ωIB) τ − φ̃] + α̃2 cos [(Ω + ωIB) τ − φ̃]

+ α̃3 sin [(Ω − ωIB) τ − φ̃] + α̃4 cos [(Ω − ωIB) τ − φ̃]

+ α̃5 sin (ωIBτ) + α̃6 cos (ωIBτ)
}

× exp
[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]
.

(4.94)

利用(4.88)式可得：

Z
(1)
lm (τ, ω) =Z(1)

lm−1−1 exp
[
i
(
ωut −muφ + Ω + ωIB

)
τ
]

+ Z
(1)
lm11 exp

[
i
(
ωut −muφ − Ω − ωIB

)
τ
]

+ Z
(1)
lm−11 exp

[
i
(
ωut −muφ + Ω − ωIB

)
τ
]

+ Z
(1)
lm1−1 exp

[
i
(
ωut −muφ − Ω + ωIB

)
τ
]

+ Z
(1)
lm0−1 exp

[
i
(
ωut −muφ + ωIB

)
τ
]

+ Z
(1)
lm01 exp

[
i
(
ωut −muφ − ωIB

)
τ
]
.

(4.95)

当执行式 (4.84)中的积分时，这将产生相应的频率谱，而指数项的系数即为分裂振幅

Z
(1)
lm−1−1 = −iα̃1 + α̃2

2
e−iφ̃, (4.96a)

Z
(1)
lm−11 = −iα̃3 + α̃4

2
e−iφ̃, (4.96b)

Z
(1)
lm0−1 = −iα̃5 + α̃6

2
, (4.96c)

Z
(1)
lm01 = iα̃5 + α̃6

2
, (4.96d)

Z
(1)
lm1−1 = iα̃3 + α̃4

2
e+iφ̃, (4.96e)

Z
(1)
lm11 = iα̃1 + α̃2

2
e+iφ̃, (4.96f)

其中

α̃1 =
γ
(
1 + cos θ̃

)
4γ1/2

φφ

[
α1

MMφ + γ1/2
φφ ν

M
+ α4

]
− (Ω + ωIB)(1 + cos θ̃)

4γ1/2
rr

α5, (4.97a)

α̃2 =1 + cos θ̃
4γ1/2

rr

α2, (4.97b)

α̃3 =
γ
(
1 − cos θ̃

)
4γ1/2

φφ

[
α1

MMφ + γ1/2
φφ ν

M
+ α4

]
− (Ω − ωIB)(1 − cos θ̃)

4γ1/2
rr

α5, (4.97c)

α̃4 =1 − cos θ̃
4γ1/2

rr

α2, (4.97d)

α̃5 = sin θ̃
2γ1/2

θθ

α3, (4.97e)
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α̃6 =ωIB sin θ̃
2γ1/2

θθ

α6. (4.97f)

对于二阶振幅，我们采用相同的方法。类比(4.93)式，可得：

Z
(2)
lm (τ, ω) =

{
β00c01c01 + β01c11c11 + β02c21c21 + β03c31c31 + β04c01c11 + β05c01c21

+ β06c01c31 + β07c11c21 + β08c11c31 + β09c21c31 + β0ac02 + β0bc12

+ β0cc22 + β0dc32 + β10c01c
′
11 + β11c01c

′
21 + β12c11c

′
11 + β13c11c

′
21

+ β14c21c
′
11 + β15c21c

′
21 + β16c31c

′
11 + β17c31c

′
21 + β20c

′
11c

′
11 + β21c

′
21c

′
21

+ β22c
′
11c

′
21 + β23c

′
12 + β24c

′
22

}
exp

[
i
(
ωut −muφ

)
τ
]
.

(4.98)

其中撇号表示对 τ 求导。通过系数匹配，我们获得了这些 β 的解析表达式。现在需要将正弦

和余弦项合并为指数项以获得频率谱。为简化表达式，我们将更新(4.76)式中的记号，因为原

始表达式过于冗长。我们将其重写为：

c01 =ϑ11 sin [(Ω + ωIB)τ − φ̃] + ϑ12 sin [(Ω − ωIB)τ − φ̃] , (4.99a)

c11 =ϑ21 cos [(Ω + ωIB)τ − φ̃] + ϑ22 cos [(Ω − ωIB)τ − φ̃] , (4.99b)

c′
11 =ϑ′

21 sin [(Ω + ωIB)τ − φ̃] + ϑ′
22 sin [(Ω − ωIB)τ − φ̃] , (4.99c)

c21 =ϑ31 sin(ωIBτ), (4.99d)

c′
21 =ϑ′

31 cos(ωIBτ), (4.99e)

c31 =ϑ41 sin [(Ω + ωIB)τ − φ̃] + ϑ42 sin [(Ω − ωIB)τ − φ̃] , (4.99f)

c02 =ϑ51 sin [2(Ω + ωIB)τ − 2φ̃] + ϑ52 sin (2Ωτ − 2φ̃) + ϑ53 sin [2(Ω − ωIB)τ − 2φ̃] ,

(4.99g)

c12 =ϑ61 cos [2(Ω + ωIB)τ − 2φ̃] + ϑ62 cos (2Ωτ − 2φ̃) + ϑ63 cos [2(Ω − ωIB)τ − 2φ̃]

+ ϑ64 cos(2ωIBτ) + ϑ65, (4.99h)

c′
12 =ϑ′

61 sin [2(Ω + ωIB)τ − 2φ̃] + ϑ′
62 sin (2Ωτ − 2φ̃) + ϑ′

63 sin [2(Ω − ωIB)τ − 2φ̃]

+ ϑ′
64 sin(2ωIBτ), (4.99i)

c22 =ϑ71 cos [(Ω + 2ωIB)τ − φ̃] + ϑ72 cos [(Ω − 2ωIB)τ − φ̃] + ϑ73 cos (Ωτ − φ̃) , (4.99j)

c′
22 =ϑ′

71 sin [(Ω + 2ωIB)τ − φ̃] + ϑ′
72 sin [(Ω − 2ωIB)τ − φ̃] + ϑ′

73 sin (Ωτ − φ̃) , (4.99k)

c32 =ϑ81 sin [2(Ω + ωIB)τ − 2φ̃] + ϑ82 sin (2Ωτ − 2φ̃) + ϑ83 sin [2(Ω − ωIB)τ − 2φ̃] ,

(4.99l)
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其中

ϑ11 =
MMφ + γ1/2

φφ ν

4γ1/2
φφ M/γ

(
1 + cos θ̃

)
, ϑ12 = −

MMφ + γ1/2
φφ ν

4γ1/2
φφ M/γ

(
1 − cos θ̃

)
,

ϑ21 = 1
4γ1/2

rr

(
1 + cos θ̃

)
, ϑ22 = − 1

4γ1/2
rr

(
1 − cos θ̃

)
, ϑ′

21 = −(Ω + ωIB)ϑ21,

ϑ′
22 = −(Ω − ωIB)ϑ22, ϑ31 = 1

2γ1/2
θθ

sin θ̃, ϑ′
31 = −ωIBϑ31,

ϑ41 = γ

4γ1/2
φφ

(
1 + cos θ̃

)
, ϑ42 = − γ

4γ1/2
φφ

(
1 − cos θ̃

)
, ϑ51 = 2Θ0 cos4 θ̃

2
,

ϑ52 = −Θ0 sin2 θ̃, ϑ53 = 2Θ0 sin4 θ̃

2
,

Θ0 =

(
MMφ + γ1/2

φφ ν
)
κφ −

(
γ1/2
φφ + MMφν

)
Ω

16γ1/2
φφ M/γ

,

ϑ61 = κr + κφ

16γ1/2
rr

cos4 θ̃

2
, ϑ62 = κr + κφ

16γ1/2
rr

sin4 θ̃

2
, ϑ63 = −κr + κφ

32γ1/2
rr

sin2 θ̃,

ϑ64 = −κr + 2κθ − κφ

32γ1/2
rr

sin2 θ̃, ϑ65 = κr − κφ

32γ1/2
rr

(
1 + cos2 θ̃

)
− κθ

16γ1/2
rr

sin2 θ̃,

ϑ′
61 = −2(Ω + ωIB)ϑ61, ϑ′

62 = −2Ωϑ62, ϑ′
63 = −2(Ω − ωIB)ϑ63,

ϑ′
64 = −2ωIBϑ64, ϑ71 = κθ cos θ̃

16γ1/2
θθ

(
1 + cos θ̃

)
, ϑ72 = −κθ cos θ̃

16γ1/2
θθ

(
1 − cos θ̃

)
,

ϑ73 = κθ

8γ1/2
θθ

cos
(
2θ̃
)
, ϑ′

71 = − (Ω + 2ωIB)ϑ71, ϑ′
72 = − (Ω − 2ωIB)ϑ72,

ϑ′
73 = −Ωϑ73, ϑ81 = κφ − νΩ

8γ1/2
φφ /γ

cos4 θ̃

2
,

ϑ82 = − κφ − νΩ
16γ1/2

φφ /γ
sin2 θ̃, ϑ83 = κφ − νΩ

6γ1/2
φφ /γ

sin4 θ̃

2
.

(4.100)

类比(4.96)式，各个二阶展开的振幅可以表示为

Z
(2)
lm−2−2 = −1

4

[
β00ϑ

2
11 − β01ϑ

2
21 + β20ϑ

′2
21 + β03ϑ

2
41 + β10ϑ11ϑ

′
21 + β06ϑ11ϑ41 + β16ϑ

′
21ϑ41

]
− 1

4
i
[
β04ϑ11ϑ21 + β12ϑ21ϑ

′
21 + β08ϑ21ϑ41

]
+ 1

2
(β0a + β0b)ϑ61

− 1
2

i (β21ϑ
′
61 + β0dϑ81) , (4.101a)

Z
(2)
lm−20 = −1

4

[
β10(ϑ12ϑ

′
21 + ϑ11ϑ

′
22) + β06(ϑ12ϑ41 + ϑ11ϑ42) + β16(ϑ′

22ϑ41 + ϑ′
21ϑ42)

]
− 1

4
i
[
β04(ϑ12ϑ21 + ϑ11ϑ22) + β12(ϑ′

21ϑ22 + ϑ21ϑ
′
22) + β08(ϑ22ϑ41 + ϑ21ϑ42)

]
+ 1

2

[
−β00ϑ11ϑ12 + β01ϑ21ϑ22 − β20ϑ

′
21ϑ

′
22 − β03ϑ41ϑ42 + (β0a + β0b)ϑ62

]
− 1

2
i (β23ϑ

′
62 + β0dϑ82) , (4.101b)
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Z
(2)
lm−22 = −1

4

[
β00ϑ

2
12 − β01ϑ

2
22 + β20ϑ

′2
22 + β03ϑ

2
42 + β10ϑ12ϑ

′
22 + β06ϑ12ϑ42 + β16ϑ

′
22ϑ42

]
− 1

4
i
[
β04ϑ12ϑ22 + β12ϑ22ϑ

′
22 + β08ϑ22ϑ42

]
+ 1

2
(β0a + β0b)ϑ63

− 1
2

i (β23ϑ
′
63 + β0dϑ83) , (4.101c)

Z
(2)
lm−1−2 = −1

4

[
β05ϑ11ϑ31 + β09ϑ31ϑ41 + β14ϑ

′
21ϑ31 − β13ϑ21ϑ

′
31

]
+ 1

2
β24ϑ

′
71

− 1
4

i
[
β07ϑ21ϑ31 + β11ϑ11ϑ

′
31 + β17ϑ

′
31ϑ41 + β22ϑ

′
21ϑ

′
31

]
− 1

2
iβ0cϑ71, (4.101d)

Z
(2)
lm−10 = 1

4

[
β05ϑ31(ϑ11 − ϑ12) + β14ϑ31(ϑ′

21 − ϑ′
22) + β13ϑ

′
31(ϑ21 + ϑ22)

+ β09ϑ31(ϑ41 − ϑ42)
]

− 1
4

i
[
β07ϑ31(ϑ22 − ϑ21) + β11ϑ

′
31(ϑ11 + ϑ12)

+ β22ϑ
′
31(ϑ′

21 + ϑ′
22) + β17ϑ

′
31(ϑ41 + ϑ42)

]
− 1

2
iβ0cϑ73 + 1

2
β24ϑ

′
73, (4.101e)

Z
(2)
lm−12 = 1

4

[
β05ϑ12ϑ31 + β14ϑ

′
22ϑ31 + β13ϑ22ϑ

′
31 + β09ϑ31ϑ42

]
+ 1

4
i
[
β11ϑ12ϑ

′
31

− β07ϑ
′
22ϑ31 + β22ϑ

′
22ϑ

′
31 + β17ϑ

′
31ϑ42

]
+ 1

2
β24ϑ

′
72 + 1

2
iβ0cϑ72, (4.101f)

Z
(2)
lm0−2 = 1

2

[
β00ϑ11ϑ12 + β01ϑ21ϑ22 + β20ϑ

′
21ϑ

′
22 + β03ϑ41ϑ42 + (β0a + β0b)ϑ64

]
+ 1

4

[
β10(ϑ12ϑ

′
21 + ϑ11ϑ

′
22) + β21ϑ

′2
31 + β16(ϑ′

22ϑ41 + ϑ′
21ϑ42) − β02ϑ

2
31

+ β06(ϑ11ϑ42 + ϑ12ϑ41)
]

+ 1
4

i
[
β04(ϑ12ϑ21 − ϑ11ϑ22) − β15ϑ31ϑ

′
31

+ β12(ϑ21ϑ
′
22 − ϑ′

21ϑ22) + β08(−ϑ22ϑ41 + ϑ21ϑ42)
]

− 1
2

iβ23ϑ
′
64, (4.101g)

Z
(2)
lm00 = 1

2

[
β00(ϑ2

11 + ϑ2
12) + β01(ϑ2

21 + ϑ2
22) + β10(ϑ11ϑ

′
21 + ϑ12ϑ

′
22)

+ β20(ϑ′2
21 + ϑ′2

22) + β02ϑ
2
31 + β21ϑ

′2
31 + β06(ϑ11ϑ41 + ϑ12ϑ42)

+ β16(ϑ′
21ϑ41 + ϑ′

22ϑ42) + β03(ϑ2
41 + ϑ2

42)
]

+ (β0a + β0b)ϑ65, (4.101h)

Z
(2)
lm02 = 1

2

[
β00ϑ11ϑ12 + β01ϑ21ϑ22 + β20ϑ

′
21ϑ

′
22 + β03ϑ41ϑ42 + (β0a + β0b)ϑ64

]
+ 1

4

[
β10(ϑ12ϑ

′
21 + ϑ11ϑ

′
22) + β21ϑ

′2
31 + β16(ϑ′

22ϑ41 + ϑ′
21ϑ42) − ϑ12ϑ21)

+ β06(ϑ11ϑ42 + ϑ12ϑ41) − β02ϑ
2
31

]
+ 1

4
i
[
β04(ϑ11ϑ22 + β15ϑ31ϑ

′
31

+ β12(ϑ′
21ϑ22 − ϑ21ϑ

′
22) + β08(ϑ22ϑ41 − ϑ21ϑ42)

]
+ 1

2
iβ23ϑ

′
64, (4.101i)

Z
(2)
lm1−2 = 1

4

[
β05ϑ12ϑ31 + β14ϑ

′
22ϑ31 + β13ϑ22ϑ

′
31 + β09ϑ31ϑ42

]
+ 1

2
β24ϑ

′
72

+ 1
4

i
[
−β07ϑ22ϑ31 + β11ϑ12ϑ

′
31 + β22ϑ

′
22ϑ

′
31 + β17ϑ

′
31ϑ42

]
+ 1

2
iβ0cϑ72, (4.101j)

Z
(2)
lm10 = 1

4

[
β05ϑ31(ϑ11 − ϑ12) + β14ϑ31(ϑ′

21 − ϑ′
22) + β13ϑ

′
31(ϑ21 + ϑ22)

+ β09ϑ31(ϑ41 − ϑ42)
]

+ 1
4

i
[
β07ϑ31(ϑ22 − ϑ21) + β11ϑ

′
31(ϑ11 + ϑ12)
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+ β22ϑ
′
31(ϑ′

21 + ϑ′
22) + β17ϑ

′
31(ϑ41 + ϑ42)

]
+ 1

2
iβ0cϑ73 + 1

2
β24ϑ

′
73, (4.101k)

Z
(2)
lm12 = −1

4

[
β05ϑ11ϑ31 + β14ϑ

′
21ϑ31 − β13ϑ21ϑ

′
31 + β09ϑ31ϑ41

]
+ 1

2
β24ϑ

′
71

+ 1
4

i
[
β07ϑ21ϑ31 + β11ϑ11ϑ

′
31 + β22ϑ

′
21ϑ

′
31 + β17ϑ

′
31ϑ41

]
+ 1

2
iβ0cϑ71, (4.101l)

Z
(2)
lm2−2 = −1

4

[
β00ϑ

2
12 − β01ϑ

2
22 + β20ϑ

′2
22 + β03ϑ

2
42 + β10ϑ12ϑ

′
22 + β06ϑ12ϑ42

+ β16ϑ
′
22ϑ42

]
+ 1

4
i
[
β04ϑ12ϑ22 + β12ϑ22ϑ

′
22 + β08ϑ22ϑ42

]
+ 1

2
(β0a + β0b)ϑ63 + 1

2
i (β23ϑ

′
63 + β0dϑ83) , (4.101m)

Z
(2)
lm20 = −1

4

[
β10(ϑ12ϑ

′
21 + ϑ11ϑ

′
22) + β06(ϑ12ϑ41 + ϑ11ϑ42) + β16(ϑ′

22ϑ41 + ϑ′
21ϑ42)

]
+ 1

4
i
[
β04(ϑ12ϑ21 − ϑ11ϑ22) + β12(ϑ′

21ϑ22 + ϑ21ϑ
′
22) + β08(ϑ22ϑ41 + ϑ21ϑ42)

]
+ 1

2

[
−β00ϑ11ϑ12 + β01ϑ21ϑ22 − β20ϑ

′
21ϑ

′
22 + (β0a + β0b)ϑ62 − β03ϑ41ϑ42

]
+ 1

2
i (β23ϑ

′
62 + β0dϑ82) , (4.101n)

Z
(2)
lm22 = −1

4

[
β00ϑ

2
11 − β01ϑ

2
21 + β20ϑ

′2
21 + β03ϑ

2
41

]
+ 1

2
(β0a + β0b)ϑ61

+ 1
4

i
[
β04ϑ11ϑ21 + β12ϑ21ϑ

′
21 + β08ϑ

′
21ϑ41

]
+ 1

2
i (β23ϑ

′
61 + β0dϑ81) . (4.101o)

3. 波形展开与数值设定

3.1 波形展开

3.1.1 波形快照

根据上一节中计算的频谱和分裂振幅，(4.77)式可表示为离散模式的求和，单个小黑洞的

引力波形为：

h+ − ih× = −µ

r

∑
lmwv

Slmwv(θ)
ω2
mwv

[
Z

(0)
lm + Z

(1)
lmwvd+ Z

(2)
lmwvd

2
]
e−iωmwv(t−r∗)+imφ, (4.102)

其中 Slmwv(θ) ≡ −2S
aωmwv
lm (θ)。对于另一个小黑洞，由于假设两黑洞质量相等且采用(4.3)式描

述其内轨道运动，其波形可通过改变 d的符号获得。

将两个小黑洞的波形叠加，得到总波形：

h+ − ih× = −2µ
r

∑
lmwv

Slmwv(θ)
ω2
mwv

[
Z

(0)
lm + Z

(2)
lmwvd

2 + O(d4)
]
e−iωmwv(t−r∗)+imφ, (4.103)

由于假设 IB为等质量圆形轨道，所有奇数阶项相互抵消。然而，目前推导的是理想瞬时波形，

即 b-EMRI的轨道参数未演化（例如外半径 p保持恒定）。若考虑引力波辐射（如下节所述），
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轨道参数将发生演化，导致波形相位在M/
√
ε时间尺度上偏离无演化的情形 [93]。

3.1.2 adiabatic近似下的演化波形

在第三章第3.2.2小节中，我们推导了 EMRI 在 adidabatic 近似下无穷远处和视界处的能

流 Ė∞/H，角动量流 L̇z和 Carter常数流 Q̇。对于 b-EMRI的情形，我们直接套用这些结果，只

不过对 lmkn的求和在此处应替换为 lmwv。对于赤道面轨道的 OB，Carter常数流为零，因

此我们只需要计算 Ė = −ĖH − Ė∞ 和 L̇z = −L̇H
z − L̇∞

z 。既然已知每个时刻的能量 E(t)和角

动量 Lz(t)，我们可以推导出：

ṗ ≡ dp
dt

= q1Ė + q2L̇z, (4.104)

其中 q1和 q2是 E、Lz和 p的函数，这两个函数的推导如下：由于“圆轨道在辐射反应（radiation

reaction）过程中保持圆形”[160–163]，根据(3.10b)式定义的 r方向测地线方程，我们有 Ṙ = 0

和 Ṙ′ = 0。前者将能量和角动量流与赤道圆轨道的性质联系起来：

Ė
L̇z

= M1/2

aM1/2 + p3/2 = uφ

ut
. (4.105)

后者给出了 q1和 q2的表达式：

q1 = − 2 [2Ep3 − aMLz + a2E(M + p)]
a2 (E2 − 1) − L2

z + 6p [M + (E2 − 1) p]
, (4.106a)

q2 = − 2 [Lz(M − p) − aME ]
a2 (E2 − 1) − L2

z + 6p [M + (E2 − 1) p]
. (4.106b)

现在我们已经得到了 p = p(t)的演化，可以计算 adiabatic波形

h+ − ih× = µ

r

∑
lm

Hlm(t, θ, φ)e−iΦm(t), (4.107)

其中

Hlm(t, θ, φ) = −2Slm(t, θ)
[ωm(t)]2

Z
(0)
lm (t)eimφ, (4.108a)

Φm(t) =
∫ t

0
ωm(t′)dt′. (4.108b)

这里所有包含 p的项都成为 t的函数。相位项是累积的，因此需要积分。需要注意的是，上

述 adiabatic波形中我们仅包含了零阶模式 Z
(0)
lm，并没有将 Z

(2)
lmwv 包含进去。这是因为，振幅

的修正项其实很难从波形中分辨出来，它们的存在主要影响的是系统的演化，因此只要在计

算能流和角动量流时包含它们即可。
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3.2 数值计算的设定

我们的 b-EMRI波形中有三个关键频率：

ΩG ≡ uφ

ut
, ΩP ≡ Ω

ut
, ΩI ≡ ωIB

ut
. (4.109)

特别地，测地线频率 ΩG 和进动频率 ΩP 量级相近，而 IB的频率 ΩI 则显著高于前两者。例

如，当参数取值为 a = 0.9M、p = 10M、ε = 10−5 和 d = 4000µ时，可得 ΩG = 0.0307/M、

ΩP = −0.0268/M 以及 ΩI = 0.3344/M。

由(4.87)、(4.89)和(4.91)式给出的频谱具有如下一般形式：

ωmwv = mΩG + wΩP + vΩI . (4.110)

值得注意的是，对于 v = ±2的二阶展开 Z
(2)
lmwv，频率可达 ω ∼ O(1/M)量级。在此高频区域，

使用传统MST方法 [164–167]计算齐次 Teukolsky径向解 R
in/up
lm 将面临挑战。

为解决高频计算问题，我们转而采用 Sasaki-Nakamura (SN)方法 [122]，该方法在高频区

域具有更平滑高效的计算性能。在前面的第二章第5节中，我们已经详细介绍了 SN方法的具

体细节，有需要的读者可以自行回顾。数值计算 R
in/up
lm 时，我们使用 Rico K. L. Lo的 Julia包

GeneralizedSasakiNakamura.jl [109]。此外，我们使用 SpinWeightedSpheroidalHarmonics.jl包

来计算 SWSH及其特征值。基于这些工具包，我们可以求出振幅 Z
(0)
lm、Z

(1)
lmwv 和 Z

(2)
lmwv。

根据(4.103)式计算波形时，理论上需要无限多个模式。实际计算中，l = 2模式已能捕捉

波形的主要特征。虽然包含更高阶 l模式可提升精度，但当截断模式数 lmax = 10时，相对误

差已低于 10−6；lmax = 15时更可降至 10−11量级。为平衡计算效率与精度，本文在计算能流

时取 lmax = 10（参见 [26]），而在绘制波形时仅取 lmax = 5。

为演化外轨道，我们选取从初始半径 pinit = 10.0M 至最内稳定圆轨道 (ISCO)附近 [102]

的网格点。当 a = 0.9M 时，ISCO位于 p = 2.32M 附近，计算终止于 pfinal = 2.35M 以避免

系统在 ISCO附近快速从旋近过渡到坠落的复杂过程。网格间距按以下规律选取：

∆p(/M) = 0.05 tanh(p− pfinal) + 0.001. (4.111)

该方案在 pinit = 10.0M 至 pfinal = 2.35M 间生成 214个网格点。

在每个网格点计算能流和角动量流 Ė(p)与 L̇z(p)，通过(4.104)式获得 ṗ的离散值。对于

非网格点处的 ṗ(p)，采用三次样条插值 [168]计算旋进阶段的数值解。随后数值积分(4.104)式

重构 p(t)的演化关系，将 p(t)代入(4.107)和(4.108)式即可获得 adiabatic波形。需特别说明，为

避免瞬态共振效应 [169, 170]，我们排除了满足 ωmwv < ΩG + ΩP 的模式。
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第五章 结果展示与讨论

本章内容主要出自本人发表的文章：

Yucheng Yin, Josh Mathews, Alvin J. K. Chua, Xian Chen. Relativistic model of binary extreme-

mass-ratio inspiral systems and their gravitational radiation. PhysRevD.111.103007 [155]

1. 结果

1.1 超大质量黑洞 QNM的激发

根据上一章中的计算，一阶振幅相互抵消后剩余：

Z in
lmwv = Z

(0)
lm + Z

(2)
lmwvd

2 =


Z

(0)
lm + Z

(2)
lm00d

2 w = v = 0,

Z
(2)
lmwvd

2 .

(5.1)

当 w = v = 0时，能流正比于：∣∣∣Z in
lm00

∣∣∣2 =
∣∣∣Z(0)

lm

∣∣∣2 +
(
Z

(0)
lm Z̄

(2)
lm00 + Z̄

(0)
lmZ

(2)
lm00

)
d2 +

∣∣∣Z(2)
lm00

∣∣∣2 d4, (5.2)

而当 w ̸= 0或 v ̸= 0时：∣∣∣Z in
lmwv

∣∣∣2 =
∣∣∣Z(2)

lmwv

∣∣∣2 d4. (5.3)

l m
∣∣∣Z(0)

lm

∣∣∣ ∣∣∣Z(2)
lm00

∣∣∣ · d2 Alm00

2 2 1.03 × 10−3 3.74 × 10−8 3.63 × 10−5

3 3 5.19 × 10−4 2.32 × 10−8 4.47 × 10−5

4 4 2.59 × 10−4 1.40 × 10−8 5.40 × 10−5

5 5 1.26 × 10−4 8.05 × 10−8 6.40 × 10−5

6 6 5.95 × 10−5 4.44 × 10−9 7.45 × 10−5

7 7 2.76 × 10−5 2.36 × 10−9 8.53 × 10−5

8 8 1.26 × 10−5 1.22 × 10−9 9.64 × 10−5

表 5.1主要模式的零阶与二阶振幅及其比值，参数取 a = 0.9M、p = 10M、ε = 10−5、d = 4000µ、φ̃ = π/4

和 θ̃ = π/3。
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图 5.1放大因子 A22w2、A33w2 和 A44w2（w = 0,±1,±2）随频率 ω的变化曲线。峰值出现在：l = m = 2

模式 ω = 0.648/M 处，l = m = 3模式 ω = 1.012/M 处，l = m = 4模式 ω = 1.372/M 处。

首先考虑 v = 0的模式。此时振幅的领头阶修正项为 ∼ O(d2)量级。我们定义放大因子：

Almwv(ω) = |Z(2)
lmwv|d2

|Z(0)
lm |

(5.4)

来量化修正项的相对重要性。表5.1展示了 v = 0时主要模式的振幅及其对应首阶修正项。可

以得出结论：Alm00 ∼ ε。理解这一关系需注意，虽然修正项正比于 d2，但 IB直径 d的量级

为数千 µ，故有 d2 = (数千Mε)2 ≈ M2ε。

l m ωQNM
lm0 (M) ωpeak

lm (M)

2 2 0.672-0.0649i 0.648

3 3 1.045-0.0655i 1.012

4 4 1.410-0.0662i 1.372

表 5.2 QNM的主音频率与 l = m = 2, 3, 4模式峰值频率对比。

当 v = ±2（高频模式）时，放大因子显著增大，尤其在频率接近超大质量黑洞的 QNM

频率时。图 5.1展示了 Almwv 对频率 ω的依赖关系（参数与表 5.1相同），在相应 QNM模式附

近出现明显峰值。表 5.2给出了峰值对应频率，同时列出通过 qnm.py包 [171]计算的 QNM频

率作为对比。值得注意的是，峰值频率略低于主导 QNM频率的实部，该特征与 Cardoso 2021

中图 2结果高度一致 [75]，被解释为 QNM的共振激发现象。

值得注意的是，v = ±2高频模式对应的 Almwv 在某些情况下可接近 1。这些二阶相对振

幅比低频模式大 ε−1倍。此外，每个m值对应十个高频模式（w = 0,±1,±2, v = ±2），使得

能流密度进一步被放大。如此强的高频模式能流将导致 b-EMRI系统比标准 EMRI演化更快。

我们注意到，如果采用 MPD方程研究 b-EMRI演化 [76]（见其式 (30)），也会发现推导出两

个高频模式，但其作者在计算能流时忽略了这些项，这可能导致其 b-EMRI演化速率被低估。
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但我们需要提醒读者的是：b-EMRI通过与超大质量黑洞 QNM共振导致演化加速，是基于假

设通过(5.3)得到的能流和角动量流全部来自外轨道，而不影响内轨道的演化，这一点将在本

章2节着重讨论。

1.2 b-EMRI波形可视化

(a)低频 IB：d = 8000µ (b)高频 IB：d = 2000µ

(c) QNM激发时的 IB：d = 4000µ

图 5.2不同 d取值下的波形快照，固定参数为 a = 0.9M、p = 10M、ε = 10−5、φ̃ = π/4、θ̃ = π/3，观测

角度取 θ = π/3和 φ = π/6。
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为更清晰地展示高频模式的重要性，我们计算了不同设置下对应的能流：

Ė∞(0) =
10∑
l=2

l∑
m=−l

1
4πω2

m

∣∣∣Z(0)
lm

∣∣∣2 , (5.5a)

Ė∞(1) =
10∑
l=2

l∑
m=−l

1
4πω2

m

∣∣∣Z(0)
lm + Z

(2)
lm00d

2
∣∣∣2 , (5.5b)

Ė∞(2) =
10∑
l=2

∑
mwv

1
4πω2

mwv

∣∣∣Z(0)
lm + Z

(2)
lmwvd

2
∣∣∣2 , (5.5c)

其中截断数取 lmax = 10。此处 Ė∞(0)代表标准 EMRI的能流，Ė∞(1)包含 Jiang 2024中讨论的

低频修正项 [76]，而 Ė∞(2)则计入高频模式的贡献。同时计算了流向视界的能流 ĖH(0)、ĖH(1)

和 ĖH(2)，所有结果列于表5.3。

p/M d/µ Ė∞(0)(/ϵ2) Ė∞(1)(/ϵ2) Ė∞(2)(/ϵ2) ĖH(0)(/ϵ2) ĖH(1)(/ϵ2) ĖH(2)(/ϵ2)

10 2000 5.04909 × 10−5 5.04969 × 10−5 1.40386 × 10−4 −1.43895 × 10−6 −1.43910 × 10−6 1.10771 × 10−3

10 4000 5.04909 × 10−5 5.04945 × 10−5 7.01751 × 10−5 −1.43895 × 10−6 −1.43903 × 10−6 2.12752 × 10−5

10 6000 5.04909 × 10−5 5.04937 × 10−5 5.31631 × 10−5 −1.43895 × 10−6 −1.43901 × 10−6 −1.44617 × 10−6

10 8000 5.04909 × 10−5 5.04934 × 10−5 5.08327 × 10−5 −1.43895 × 10−6 −1.43902 × 10−6 −1.44713 × 10−6

8 2000 1.46335 × 10−4 1.46352 × 10−4 1.98487 × 10−4 −7.51153 × 10−6 −7.51229 × 10−6 5.96528 × 10−4

8 4000 1.46335 × 10−4 1.46346 × 10−4 1.58943 × 10−4 −7.51153 × 10−6 −7.51195 × 10−6 2.16421 × 10−6

8 6000 1.46335 × 10−4 1.46344 × 10−4 1.47468 × 10−4 −7.51153 × 10−6 −7.51192 × 10−6 −7.46815 × 10−6

8 8000 1.46335 × 10−4 1.46343 × 10−4 1.46488 × 10−4 −7.51153 × 10−6 −7.51200 × 10−6 −7.51337 × 10−6

6 2000 5.65865 × 10−4 5.65934 × 10−4 5.90544 × 10−4 −6.04253 × 10−5 −6.04311 × 10−5 3.84389 × 10−4

6 4000 5.65865 × 10−4 5.65910 × 10−4 5.71402 × 10−4 −6.04253 × 10−5 −6.04289 × 10−5 −5.81383 × 10−5

6 6000 5.65865 × 10−4 5.65903 × 10−4 5.66266 × 10−4 −6.04253 × 10−5 −6.04294 × 10−5 −6.04366 × 10−5

6 8000 5.65865 × 10−4 5.65900 × 10−4 5.65955 × 10−4 −6.04253 × 10−5 −6.04311 × 10−5 −6.04320 × 10−5

4 2000 3.59721 × 10−3 3.59767 × 10−3 3.60627 × 10−3 −7.76063 × 10−4 −7.76124 × 10−4 −6.75433 × 10−4

4 4000 3.59721 × 10−3 3.59753 × 10−3 3.59869 × 10−3 −7.76063 × 10−4 −7.76120 × 10−4 −7.76084 × 10−4

4 6000 3.59721 × 10−3 3.59746 × 10−3 3.59756 × 10−3 −7.76063 × 10−4 −7.76157 × 10−4 −7.76162 × 10−4

4 8000 3.59721 × 10−3 3.59738 × 10−3 3.59742 × 10−3 −7.76063 × 10−4 −7.76221 × 10−4 −7.76234 × 10−4

表 5.3当 a = 0.9M、ε = 10−5、φ̃ = π/4、θ̃ = π/3时，不同模式对应的能流密度

从表5.3中可以看出，b-EMRI高频模式的贡献在早期旋近阶段尤为显著，这将导致系统

演化速率快于标准 EMRI。相比之下，低频模式的贡献仅为 O(ε)量级。角动量能流呈现相同

特征，此处不再赘述。

图5.2更直观地展示了 b-EMRI高频模式对QNM的共振激发。选取 ε = 10−5并通过调整 d

改变总频率 ω：d = 8000µ对应低频 2ΩI = 0.236/M，d = 4000µ对应激发频率 2ΩI = 0.669/M，

d = 2000µ 对应高频 2ΩI = 1.892/M。” 激发频率” 指能共振激发 QNM 的频率范围。结合

图5.1和表5.2可见，d = 4000µ对应的频率正好位于 l = m = 2 QNM的激发峰。
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当频率处于激发带内时（图5.2(c)），二阶振幅 h
(2)
+ 被显著激发至 h

(0)
+ 的约 10%，导致复

合波形 h+ 出现明显波动。反之，当频率偏离激发带（无论更低或更高），QNM未被激发且

h
(2)
+ 振幅较小。值得注意的是，图 (a)中 h

(2)
+ 的振幅大于图 (c)，这是由于 O(d2)因子随 d增

大而增强所致。

接下来我们研究不同 Configuration下 b-EMRI系统的 adiabatic演化，并与标准 EMRI进

行对比。继续采用参数 a = 0.9M、p = 10M、ε = 10−5、d = 4000µ、φ̃ = π/4和 θ̃ = π/3，并沿

用(5.5)式定义的三种不同的能流计算方式。(5.5a)式对应标准 EMRI演化，(5.5b)式表示仅含低

频模式的 b-EMRI演化（记为“Configuration 1”），(5.5c)式包含全部模式（记为“Configuration

2”）。

图 5.3 三种 Configuration 下外轨道半径 p 的演化轨迹。左图展示长期演化，右图聚焦 EMRI 和 b-EMRI

Configuration1演化的最终阶段。

图5.3展示了参数 p的演化过程。在所选参数下，计入高频模式时 b-EMRI系统从 pinit =

10M 演化至 pfinal = 2.35M 所需时间为标准 EMRI的 69%。旋进早期阶段，b-EMRI“Config-

uration 2”的演化速度显著快于标准 EMRI和 b-EMRI“Configuration 1”。例如当M = 106M⊙

时，基准模型中 EMRI的旋进时间尺度为 3.9年，而 b-EMRI“Configuration 2”仅需 2.7年。

标准 EMRI与 b-EMRI“Configuration 1”的演化时间差较小（约 1899M≈2.6小时）。

基于 p(t)轨迹，我们进一步计算了 EMRI和 b-EMRI系统的 adiabatic波形（图5.4）。当

能流角动量流仅含低频模式时，标准 EMRI与 b-EMRI波形在经过约 5 × 104个外轨道周期后

开始出现相位偏离；而包含高频模式时，仅 40个外轨道周期后即出现相位偏离。

这些结果表明高频模式对 b-EMRI系统演化的贡献远大于低频模式，导致早期旋近阶段

b-EMRI演化显著加速。该发现超越了当前对 b-EMRI系统的认知——例如 Jiang 2024的图 2

未计入高频模式贡献时 [76]，b-EMRI演化更缓慢，这与我们图5.4(a)的结果一致。
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(a)标准 EMRI与 Configuration 1 b-EMRI的绝热波形对比

(b)标准 EMRI与 Configuration 2 b-EMRI的绝热波形对比

图 5.4 (a)(b)上图展示从 pinit = 10M 到 pfinal = 2.35M 演化过程中，标准 EMRI（橙色曲线）与不同 b-EMRI

Configuration（蓝色和紫色曲线）的完整 adiabatic波形；下图三组子图分别显示演化初期、中期和末期的

相位偏离（dephasing）进程。
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我们还发现高频模式的影响随 p减小而减弱，这可能是由于辐射反应导致平均外圆轨道

产生更高频模式，其强度可与 b-EMRI的 d2项模式相当。因此 b-EMRI波形的关键特征是早

期旋近阶段演化更快，随着 p减小逐渐趋近标准 EMRI速率，该特性或可用于区分 b-EMRI

与标准 EMRI系统。

2. 讨论

2.1 与现有模型的对比

本节我们将当前研究结果与三篇前人工作 [75, 76, 83]进行对比。首个基于黑洞微扰论的

b-EMRI波形出自 Cardoso 2021 [75]，虽然该研究对微扰源项进行了简化（仅含单一频率），但

已揭示微扰可共振激发中心 SMBH的 QNM。该研究定义的激发比率

sRlm = sĖlm/sĖNlm, (5.6)

用于追踪 IB高频运动激发的能流。该比率随频率 ω的变化行为与我们定义的 Almwv相似。例

如，本文图5.1与 Cardoso 2021 的 [75] 图 2 均显示：峰值位置 ωpeak
lm 略小于 QNM 频率实部

ωQNM
lm0 ，且曲线在峰值左侧较平缓而右侧较陡峭。

理解上述现象需从 QNM本质出发。在第二章第6节中，我们知道 QNM是齐次 Teukolsky

径向方程（(2.149)式）满足无穷远纯出射和视界纯入射条件的解。根据这些解，当 ω = ωQNM
lm0

时，(2.195)式中的渐近振幅 −2R
in,inc
lm 将趋于零，导致Wronskian行列式Wlm(ω)为零，使得振幅

Z
(2)
lmwv发散。但由于 ωQNM

lm0 为复频率而 b-EMRI频率 ωmwv为实频率，系统无法实现 −2R
in,inc
lm = 0

的严格条件，这种失配导致有限峰值的出现。

Jiang 2024 将 IB 视为质量分布并通过多极矩展开计算源项 [76]，采用 MPD 方程描述

SMBH周围轨道演化。该方法保证能动张量守恒，启发了我们在下一节对模型有效性的讨论。

但该研究因频率超出 LISA探测波段而忽略了高频源项，而我们的结果表明这些被舍弃的高

频模式若与 SMBH的 QNM共振将显著增强能量耗散。值得注意的是，该工作允许 IB演化甚

至合并，使 b-EMRI成为可产生 LIGO/Virgo高频与 LISA低频引力波的多波段源 [52]，IB合

并导致的突然质量损失更增强了低频波形的可辨识性，这些多波段观测特性未在本文讨论。

除此之外，Meng 2024采用”Numerical Kludge”模板生成 b-EMRI波形 [83]，其 OB为一

般轨道且 IB具有偏心率，增强了模型现实性。但小黑洞轨迹仍通过内外轨道运动的代数组合

获得，无法完全处理强引力区 (三体)引力波源的相对论效应。有趣的是，其中展示的波形快

照同样呈现 IB引起的强调制现象，但这种调制源于 IB轨道运动（其直径 d与 OB尺寸相当）

而非 QNM激发。如此大的 IB将引发三体系统稳定性问题，我们将在下节讨论。
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2.2 b-EMRI的潮汐稳定性与参数空间

本文中我们假设 IB不发生演化，即既不受潮汐力破坏也不被激发至高偏心率。层级三体

系统的稳定性是经典问题 [172]，在牛顿引力下 IB的最大稳定距离由希尔半径RH := (ε/3)1/3p

决定。由于我们工作在强引力区，需满足 d < η ·RH（0 < η < 1）。η的确定需考虑相对论性

三体动力学，详见本组前成员张中府师兄的工作 [86]及最新研究 [70]。以 η = 1/3为例，当

p = 10M、ε = 10−5 时，d < 0.05M，故 d = 4000µ = 0.04M 的 IB是稳定的。此外，由于假

设 IB遵循牛顿运动，d需足够大以避免强相对论修正（设 d > 1000µ = 1000Mε），其主导的

后牛顿效应量级 O(µ
√
µ/d3) ∼ 10−6 可忽略。且 IB因引力波辐射的演化时标远大于 OB，故

本文不作考虑。

另一关键假设是 IB 为圆轨道。但三体系统中的动力学效应（如 Kozai-Lidov 机制 [173,

174]）在内外轨道倾角 θ̃超过临界值时会激发 IB偏心率 [70]。偏心 Kozai-Lidov机制 (EKM)

时标由 [175, 176]给出：

τEKM = 256
√

10
15π√

ϵoct
tsec, (5.7)

其中

tsec =
√
MCd

Φ0
, (5.8a)

ϵoct = d

p

e

1 − e2 , (5.8b)

Φ0 = Md2

p3(1 − e2)3/2 , (5.8c)

MC = µ/4为 IB约化质量，e为 OB偏心率参数。假设 OB近圆 (e ≪ 1)，将(5.8)式代入(5.7)式

得：

τEKM = 128
√

10
15π

(1 − e2)2
√
e

p̃7/2d̃−2ε−3/2M, (5.9)

p̃ ≡ p/M，d̃ ≡ d/µ。为保证 IB长期保持圆轨道，要求 τEKM > 2π × 104/Ωg（即 IB维持圆形

至少 104个外轨道周期），该时标足以产生图5.4所示的 b-EMRI与 EMRI显著相位差。下文分

析取 e = 0.1为例。

图5.5展示了同时满足希尔条件 d < RH/3和 EKM条件 τEKM > 2π × 104/Ωg 的参数空间。

可见较大 p（如 p̃ = 20）时希尔条件主导并限制 d上限；较小 p时 EKM条件更重要。图中红

星所示基准模型参数在 p ≥ 10M 时同时满足两条件。

需指出，即使 IB存在偏心率，只要其轨道频率与 QNM频率匹配，QNM共振激发仍成

立。技术上可通过 Fourier展开将偏心轨道视为一系列圆轨道叠加，前述分析仍适用。
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图 5.5 b-EMRI参数空间。实线 (虚线)下方区域满足 p̃ = 20, 10, 5时的 EKM(希尔)条件。灰色阴影区表示

10M⊙ < µ < 100M⊙ 的 IB质量范围（设M = 4 × 106M⊙）。红星标记基准模型参数 ε = 10−5, d̃ = 4000。

2.3 本工作中 b-EMRI模型的有效性

在上一章第3.1.2小节中，我们展示了如何“quasi-adiabatically”地追踪系统演化，特别是

基于 OB的密切测地线运动推导参数 p的演化。然而，本工作遵循与 [75,84]中对源项的处理

相同，将 IB的能动张量表示为：

T µν(x) =m1

∫
dτ δ

(4) [x− z1(τ)]√
−g(x)

dzµ1 (τ)
dτ

dzν1 (τ)
dτ

+m2

∫
dτ δ

(4) [x− z2(τ)]√
−g(x)

dzµ2 (τ)
dτ

dzν2 (τ)
dτ

,

(5.10)

其中 m1 = m2 = µ/2，zµ1,2 为(4.7)式给出的两个小黑洞在 BL 坐标系中的轨迹。该 T µν 缺

失了 IB两个小黑洞内部相互作用的能量和角动量信息——由于我们独立于能动张量构建 IB

的背景运动，若不考虑它们内部的相互作用项，则无法保证其守恒性。对于等质量 IB，有

∇µT
µν ∝ µd2，这意味着我们在波形振幅和旋进演化中保留的同阶项存在缺失。下面我们将

展示如何构建双单极粒子相互作用对应的能动张量的修正项，加入此项后能动量将在模型截

断阶数内严格守恒，从而保证该阶数下的完全相对论性。

在考虑扩展致密天体的运动时，通常需要指定其多极矩结构和质心位置，这决定了能动

张量的结构。运动方程则通过能动量守恒导出——这正是Mathisson-Papapetrou-Dixon方程的

处理方法。本工作采用逆向逻辑：先构建两条类点粒子世界线，描述等质量天体在牛顿引力

下圆轨道上的运动（其质心自由下落），再补充保证能动量守恒所需的相互作用项。

151



北京大学本科生毕业论文 第五章 结果展示与讨论

在 FFF坐标系 x̃α = (t̃, x̃, ỹ, z̃)中，度规可近似为闵氏度规 ηαβ 加上 O(x̃αx̃β)量级的修正

hαβ。IB中每个天体的世界线为：

zµi =
[
τ, (−1)id

2
cosωIBτ, 0, (−1)id

2
sinωIBτ

]
. (5.11)

定义 żµi = dzµ
i

dτ ，并利用世界线切矢的类时归一化条件可得：

dτ
dτi

=

1 − ht̃t̃|zi
−
(
dωIB

2

)2
−2

+ O(d3). (5.12)

单极项为

T µνi = mi

∫ (
dτ
dτi

)2

żµi ż
ν
i

δ4(x̃α − zαi )√
−g

dτi (5.13)

单独使用时并不守恒。通过分部积分和 delta函数展开，可导出守恒条件要求：

∑
i

∇νT
µν
i

.= −µ

∫
z̈µi z

a
i ∂aδ

3(x̃a)δ(t̃− τ)√
−g

dτ + O(µd3). (5.14)

引入投影算符 P µ
ν ≡ δµν − t̃µt̃ν 后，构造相互作用项：

T µνInt
.= −µω2

IB

∫
P µ

αz
α
i P

ν
βz

β
i

δ4(x̃α − zαc )√
−g

dτ + O(µd3), (5.15)

其中 zαc
.= τ t̃α为质心世界线。该式亦可等价表示为：

T µνInt
.= −µω2

IB

∫
(zµi − zµc )(zνi − zνc )δ

4(x̃α − zαc )√
−g

dτ + O(µd3), (5.16)

其迹可用 Synge世界函数简洁表示。最终守恒的能动张量为：

T µν = µ

∫
żµi ż

ν
i

δ4(x̃α − zαc )√
−g

dτ + T µνInt + O(µd3). (5.17)

值得注意的是，相互作用项的形式与牛顿点粒子转动能 µω2
IBr

2有深刻关联。当 d → 0时，

系统退化为自由单极粒子。对于更一般的非等质量偏心 IB情况，可通过对 Lagrangian的变分

法来构造能动张量 [88, 89]。

尽管当前求解 Teukolsky 方程时未包含此相互作用项，但我们指出后续工作使用同样的

展开方法将其加入振幅的表达式。最值得注意的一点是，我们的工作中假设引力波带走的能

流和角动量流完全来自 OB的轨道能量和轨道角动量。IB轨道频率与超大质量黑洞 QNM频

率的匹配是否会影响 IB 本身的动力学还尚未可知。通过本小节对能动张量的补充，我们可

以看到计算轨道演化时忽略的项应当与 Z
(2)
lmwv 有着相同的量级。若该项也与背景 Kerr时空的

QNM产生共振，则 IB本身的引力辐射可能也会被大大增强，这将导致 IB加速并和，则我们

的模型可以平滑地过渡到 Jiang 2024 [76]中考虑的情形（IB接近并和），因此两种方法或许需

要联合起来使用。以上想法都将成为我们下一步的研究方向。

152



北京大学本科生毕业论文 第五章 结果展示与讨论

3. 结论

在本工作中，我们采用相对论性坐标变换对 b-EMRI中两个恒星质量黑洞的轨道运动进

行建模。通过这种方法，我们推导出 Teukolsky方程中源项的展开，从而能够运用黑洞微扰论

计算 b-EMRI的引力波形。从 FFF 到 BL坐标系的坐标变换会在 Teukolsky方程源项中同时

引入低频和高频微扰：

• 产生 6个与内轨道双星间距 d成正比的附加模式

• 产生 15个与 d2成正比的附加模式

虽然我们采用等质量 IB 的假设导致线性 d 项波形贡献相互抵消，但对于更一般的双星

质量比的情况，本方法的适用性不会受到实质影响。

研究结果证实了高频微扰会共振激发中心超大质量黑洞的准正则模，这与 Cardoso 2021

[75]的首次发现一致。我们进一步分析了模式激发的条件，并将 QNMs有限振幅的成因归结

为微扰的实频率与 QNM 复频率之间的失配。本工作最重要的发现是：当 QNMs 被激发时，

b-EMRIs的演化速度会快于具有相同内秉参数 (M、a、p、ϵ)的标准 EMRIs，这是因为被激发

的 QNMs增强了外轨道能量和角动量的耗散，但正如上一节末尾提到的，这一结论基于内轨

道不发生演化的强假设。

未来研究可从两个方向拓展：

• 扩展模型以考虑 IB内部相互作用的能动张量，使之适用于更广泛的天体物理场景，如：

-引入外轨道的偏心率 (符合 b-EMRIs形成模型 [51, 52])

-动态演化的内轨道 (如 [86]中所述)

• 研究 b-EMRIs与常规 EMRIs的可区分性。虽然 Jiang 2024 [76]和 Meng 2024 [83]已开

展相关研究，但我们的模型揭示了 b-EMRIs的新特征——特别是与外轨道半径 p相关

的特征，表现为 b-EMRI系统在早期旋进阶段演化更快，随后逐渐收敛至标准 EMRI演

化轨迹。
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第六章 后续进展

在本章中，我将介绍两个不同于 b-EMRI波形计算的问题，分别为 Sasaki-Nakamura形式

的应用和 Kerr黑洞对引力波的散射。它们是本人完成 b-EMRI波形论文 [155]后（2024年 10

月至 2025年 5月）重点关注的问题。由于相关结果尚未发表，因此只对这两个领域已有的工

作进行回顾并简要介绍本人正在进行的工作。

1. Sasaki-Nakamura形式的应用

1.1 Teukolsky方程 Green函数的发散与正规化方案

在(3.95)式下方，我们曾经提到过推导径向非齐次 Teuolksy方程Green函数时忽略的一个

重要问题：积分边界的发散问题。为了更好地看出问题所在，我们取一个任意类时轨道上的

粒子，其轨迹甚至可以是纯数值的，例如 t(τ), r(τ), θ(τ), φ(τ)。也可以是解析的，例如测地线

轨迹 D2zµ/Dτ 2 = 0或由 self-force驱动的旋进轨迹 D2zµ/Dτ 2 = qF µ
1 + q2F µ

2 + O(q3)。

对于一般粒子轨迹，(3.136)式定义的 Cab分量可以表示为

Cnn = ∆2N 2

4Σ3 , Cm̄n = ρ̄∆N M
2
√

2Σ2
, Cm̄m̄ = ρ̄2M2

2Σ
, (6.1)

其中

N = ut + Σ
∆
ur − a sin2 θuφ, M = ia sin θut + Σuθ − i

(
r2 + a2

)
sin θuφ. (6.2)

考虑到测地轨道 4速度在 r → ∞时的渐进行为为 ut ∼ ur ∼ O(1)和 uθ ∼ uφ ∼ O(r−2)，我

们有 N ∼ M ∼ O(1)以及 Cnn ∼ O(r−2)，Cm̄n ∼ O(r−3)，Cm̄m̄ ∼ O(r−4)。

将所有渐进行为代入 Tlmω(r)的表达式(3.142)，可以看到 Tlmω(r′ → ∞) ∼ O[r′2/r(t)]。分

母上的 r(t)量纲来源于 Delta函数的维度特性。

[δ(x)] = 1
[x]
. (6.3)

而径向齐次 Teukolsky方程的解(2.195)在无穷远处以 ∼ r3发散。因此，Rin/up
lmω (r′)
∆′2 Tlmω(r′)

 ∼ O[r′/r(t)], r′ → ∞. (6.4)
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当对 r′ 进行积分时，由于 Delta函数的存在，我们取 r′ → r(t) ∼ r0 的值。因此当 r(t) → ∞

时，振幅 Z
(0)
lm (r0, ω) ∼ O[r(t)] ∼ O(r0)的整体值与 r0（源与 Kerr黑洞之间的距离）呈线性发

散关系。此处假设 ω独立于 r，为振幅的一个参数。图6.1展示了这个发散及其存在的普遍性。

图 6.1径向非齐次 Teukolsky方程 Green函数积分(4.86)实部对于 ωM = 0.1, 0.5, 1.0的线性发散。

历史上，第一个避免发散问题的方案就是 Sasaki 和 Nakamura 与 1981 年提出的 Sasaki-

Nakamura变换 [122]，他们通过一系列变换重构了Teukolsky方程。变换后的新Sasaki-Nakamura

方程具有短程有效势和收敛的源项积分。

此外，Poisson于 1997年指出 Teukolsky方程本身没有问题，发散源于 Green函数的不正

确使用 [138]。当积分存在发散边界时，正确的 Green函数应为

Rlmω(r) = Rup
lmω(r)
Wlmω

B +

∫ r

b

Rin
lmω(r′)
∆′2 Tlmω(r′)dr′

+Rin
lmω(r)
Wlmω

C +

∫ c

r

Rup
lmω(r′)
∆′2 Tlmω(r′)dr′

 .
(6.5)

通过分部积分，将边界 b = r+ 和 c = ∞处的不定积分吸收到常数 B 和 C 中。虽然 Poisson

的工作基于 Schwarzschild时空（其中 b = 2M），但该方法很快被推广到 Kerr时空 [177]。

在 Srivastava 2021 中 [178]，正规化方案从 ψ4 推广到 ψ0 以研究事件视界附近的引力回

波。他们没有采用 Poisson的方法，而是使用了另一种方案：通过将非齐次 Teukolsky方程按

发散因子（在视界的情况下是 ∆）展开为级数，分别分离出发散部分和收敛部分。

发散解耦法简介：这个方法最早出自 Tashiro & Ezawa 1981 [179]，其第二次被使用是在

40 年后的 Srivastava 2021 [178]。但我们并不直接重复其中的推导，与中直接对 t 积分不同，

我们首先展开源项(3.143)。发现所有 A项的渐进行为均为 A ∼ O(r−2)。将非齐次 Teukolsky
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方程(3.90)左右两边分别记为 α和 β。可将 α展开为

α = µ

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ(t)


[
α20

r2 + O
( 1
r3

)]
δ(r − r(t)) +

[(
α21

r2 + O
( 1
r3

))
δ(r − r(t))

]
,r

+
[(
α22

r2 + O
( 1
r3

))
δ(r − r(t))

]
,rr


(6.6)

我们构建一个名为 RA
lmω(r)的试探解来抵消 α中的 O(r−2)项。定义算子

F̂ ≡ d
dr

(
1
∆

d
dr

)
− Vlmω(r)

∆2 , (6.7)

则试探解满足

F̂
[
RA
lmω(r)

]
= µ

∫ ∞

−∞
dt eiωt−imφ(t)

{
α20

r2 δ(r − r(t))

+
[
α21

r2 δ(r − r(t))
]
,r

+
[
α22

r2 δ(r − r(t))
]
,rr

}
.

(6.8)

微分算子的渐进行为为

F̂ → ∂2
r + ω2

r2 + 2 (M∂2
r − ∂r + 3Mω2 − 4iω)

r3 + O
( 1
r4

)
. (6.9)

这表明 RA
lmω(r) ∼ O(r0)在无穷远处。因此可构造新源项

T̃lmω(r)
∆2 = Tlmω(r)

∆2 − F̂
[
RA
lmω(r)

]
. (6.10)

通解可表示为

Rlmω(r) = RA
lmω(r) + R̃lmω(r), (6.11)

使得

F̂
[
R̃lmω(r)

]
= T̃lmω(r)

∆2 . (6.12)

现在 Green函数积分收敛，可安全地写成

R̃lmω(r) = Rup
lmω(r)
Wlmω

∫ r

r+

Rin
lmω(r′) T̃lmω(r′)

∆′2 dr′ + Rin
lmω(r)
Wlmω

∫ ∞

r

Rup
lmω(r′) T̃lmω(r′)

∆′2 dr′. (6.13)

无穷远处的渐进解为

Rlmω(r → ∞) ∼ RA
lmω(r → ∞) + r3eiωr∗

Wlmω

∫ ∞

r+

Rin
lmω(r′) T̃lmω(r′)

∆′2 dr′. (6.14)

可见第一项为 O(r0)量级，第二项为 O(r3)量级可传播至无穷远。

这个方法虽然能够帮助我们解决 Green函数积分的发散问题，但实践证明它很难被推广，

因此我们转向一个更通用且容易推广的方法：直接解非齐次 Sasaki-Nakamura方程。
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1.2 非齐次 Sasaki-Nakamura方程的解法

很多文章中都根据其要解决的文同对解的形式进行了推导，包括这里为了方便，再次给

出 Teukolsky方程的源函数的表示，我们从(3.142)式开始

Tlmω(r) =
√

2πµ

∫ ∞

−∞
dt eiωte−imφ(t) ×

− 2L †
1

[
ρ−4L †

2

(
Sρ3

)] Cnn
ρ2ρ̄

δ[r − r̃(t)]

−
√

2L †
2

[
ρ3S

(
ρ−4ρ̄2

)
,r

] ∆
ρ2ρ̄2Cm̄nδ[r − r̃(t)]

−
√

2∆2ρ̄2

ρ

[
L †

2 (S) + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
D†

[
Cm̄n

∆ρ2ρ̄2 δ[r − r̃(t)]
]

− ρ3∆2SD†
[
ρ−4D†

(
ρ−2ρ̄Cm̄m̄δ[r − r̃(t)]

)].

(6.15)

经过Sasaki-Nakamura变换后的径向方程中，其源项中的因子W与 Tlmω之间的转换关系(2.225)式

为

d2W
dr2 = − r2

∆2 Tlmω(r) exp
[
i
∫ rK

∆
dr̃
]
. (6.16)

将W 分为三部分

W = Wnn√
2πµ

+ Wm̄n√
2πµ

+ Wm̄m̄√
2πµ

, (6.17)

它们分别满足

d2Wnn

dr2 =
∫ ∞

−∞
dτ eiωt(τ)−imφ(τ) r

2ρρ̄2

2
N 2L †

1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
δ(r − r(τ))ei

∫ r K
∆ dr̃, (6.18a)

d2Wm̄n

dr2 =
∫ ∞

−∞
dτ eiωt(τ)−imφ(τ)

{
r2ρ̄N M

2
L †

2

[
ρ3S

(
ρ̄2ρ−4

)′
]
δ(r − r(τ))ei

∫ r K
∆ dr̃

+ r2ρ̄2

ρ

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
D† [ρ̄N Mδ(r − r(τ))] ei

∫ r K
∆ dr̃

}
, (6.18b)

d2Wm̄m̄

dr2 =
∫ ∞

−∞
dτ eiωt(τ)−imφ(τ)r2ρ3SD†

[
ρ−4D†

(
ρ̄2M2

2ρ
δ(r − r(τ))

)]
ei
∫ r K

∆ dr̃. (6.18c)

这里我们消去了 Cab 分母上的 ut 并把积分变量从 t换成了 τ。在这些积分表达式中，τ 只存

在于 e指数和 δ函数中，其中 r(τ)表示粒子在 r方向的轨迹。例如，从无穷远处开始落入黑

洞的粒子，它的径向运动满足 r+ < r(τ) < ∞；在某一圆轨道上做圆周运动的粒子（不考虑

由引力辐射造成的轨道演化），它满足 r(τ) = r0；若是椭圆轨道，则满足 rmin ≤ r(τ) ≤ rmax。

所以我们总可以限定 r(τ)的范围。但是这里的W 是 r 的函数而非 r(τ)，因此这里有两种情

况需要讨论：（1）当 r < rmin或 r > rmax 时，这些积分中无论 τ 取何值，都不能使 r(τ)与 r

的值匹配，此时方程右侧始终为零，也就是W ≡ 0；（2）当 rmin ≤ r ≤ rmax时，在某些 τ 时刻
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r(τ) = r，使得W 不为零。注意这里如果有多个 τi时刻的 r(τi) = r，则积分结果应当是这些

时刻的结果的代数和。我们再次注意到，在之后解 Sasaki-Nakamura方程时，我们依然使用格

林函数法，所以要对源函数做
∫∞
r+

[•]dr的积分，积分表达式中含有W 这个因子，积分上下限

实际是W ̸= 0的区间，也就是
∫ rmax
rmin

[•]dr。进一步地，考虑所有 r(τi) = r处结果的贡献，我们

实际上处理的是
∫∞

−∞[•] · urdτ。也就是说，我们把(6.18)中对的 τ 的积分转移到了之后格林函

数法重构源函数的积分中。因此在这里，我们可以放心地假设 rmin ≤ r ≤ rmax并将
∫∞

−∞[•]dτ

写成
∫ rmax
rmin

[•]/urdr(τ)的形式，从而消去 δ函数。由于算符 D† 中含有对 r的偏导，所以先不

处理带有 D†的部分，其他项可以直接积分得到

d2Wnn

dr2 =r
2ρρ̄2

2ur
N 2L †

1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
eiχ(r), (6.19a)

d2Wm̄n

dr2 =r
2ρ̄N M

2ur
L †

2

[
ρ3S

(
ρ̄2ρ−4

)′
]

eiχ(r) +
∫ ∞

−∞
dτ eiωt(τ)−imφ(τ) r

2ρ̄2

ρ

×
[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
D† [ρ̄N Mδ(r − r(τ))] ei

∫ r K
∆ dr̃, (6.19b)

d2Wm̄m̄

dr2 =
∫ ∞

−∞
dτ eiωt(τ)−imφ(τ)r2ρ3SD†

[
ρ−4D†

(
ρ̄2M2

2ρ
δ(r − r(τ))

)]
ei
∫ r K

∆ dr̃, (6.19c)

这里的

χ(r) = ωt(r) −mφ(r) +
∫ rK

∆
dr̃ = ω(t+ r∗) −m

(
φ+

∫ r a

∆
dr̃
)
. (6.20)

上述方程均具有如下形式

d2f

dr2 = g(r)eih(r). (6.21)

可以通过两次分部积分以及适当的边界条件解出。这里我们知道的是 r → ∞的渐进条件，所

以积分范围是
∫∞
r [•]dr1.第一次积分得到

df
dr

=
[

df
dr

− g(r)
ih′(r)

eih(r)
]
r→∞

+ g(r)
ih′(r)

eih(r) +
∫ ∞

r

[
g(r1)

ih′(r1)

]′

eih(r1)dr1. (6.22)

如果最后一个积分中的被积函数收敛，[
g(r)

ih′(r)

]′

→ 0, r → ∞, (6.23)

那么我们可以自洽地设置边界条件

df
dr

→ g(r)
ih′(r)

eih(r), r → ∞. (6.24)

于是

df
dr

= g(r)
ih′(r)

eih(r) +
∫ ∞

r

[
g(r1)

ih′(r1)

]′

eih(r1)dr1. (6.25)
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再次运用分部积分以及边界条件可得

f(r) = g(r)
[ih′(r)]2

eih(r) +
∫ ∞

r

[
g(r1)

(ih′(r1))2

]′

eih(r1)dr1 −
∫ ∞

r

dr1

∫ ∞

r1

[
g(r2)

ih′(r2)

]′

eih(r2)dr2. (6.26)

对于我们要解的方程，如(6.19a)中

g(r) = r2ρρ̄2

2ur
N 2L †

1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
, h(r) = χ(r). (6.27)

可得 [
g(r)

ih′(r)

]′

∼ O(1), r → ∞. (6.28)

收敛条件没有满足，因此不能直接使用(6.26)的通解，而是要用一些代数技巧对式子进行处理。

注意到，对于任意 r的函数 f(r)，有

[
f(r)eiχ(r)

]′
= f ′(r)eiχ(r) + iχ′(r)f(r)eiχ(r), (6.29)

其中

χ′(r) =ωt′ −mφ̃′ + K

∆
= ω

ut

ur
−m

uφ

ur
+ (r2 + a2)ω −ma

∆
= ω

ur
N +

(
a

∆
+ φ′

) (
aω sin2 θ −m

)
.

(6.30)

将(6.30)代入(6.29)整理得

f(r)N
ur

eiχ(r) = − i
ω

{[
f(r)eiχ(r)

]′
− [f ′(r) + iηf(r)] eiχ(r)

}
, (6.31)

其中

η =
(
aω sin2 θ −m

)
φ̃′ =

(
aω sin2 θ −m

) (uφ
ur

+ a

∆

)
. (6.32)

观察(6.31)式左右两侧我们可以发现，这个恒等式实现了对 f(r)关于 r的降幂，使得我们的边

界条件从O(1)变为O(r−1)，从而得以适用。依然以(6.19a)为例，对右侧的N 用一次(6.31)可

得

d2Wnn

dr2 = fN
N
ur

eiχ(r)

= − i
ω

{[
fN eiχ(r)

]′
− [f ′

N + iηfN ] eiχ(r)
}
,

(6.33)

其中

fN = 1
2
r2ρρ̄2NL †

1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
. (6.34)
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一次分部积分得

dWnn

dr
= − i

ω
fN (r)eiχ(r) − i

ω

∫ ∞

r
[f ′

N (r1) + iηfN (r1)] eiχ(r1)dr1

= − i
ω

fN (r)ur

N
N
ur
eiχ(r) − i

ω

∫ ∞

r
[f ′

N (r1) + iηfN (r1)] eiχ(r1)dr1

= − 1
ω2

{[
fNu

r

N
eiχ(r)

]′

−
[(
fNu

r

N

)′

+ iηfNu
r

N

]
eiχ(r)

}

− i
ω

∫ ∞

r
[f ′

N (r1) + iηfN (r1)] eiχ(r1)dr1.

(6.35)

再次分部积分得

Wnn(r) = f0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
f1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
f2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.36)

其中

f0(r) = −fNu
r

ω2N
= −r2ρρ̄2ur

2ω2 L †
1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
, (6.37a)

f1(r) = − 1
ω2

[(
fNu

r

N

)′

+ iηfNu
r

N

]
, (6.37b)

f2(r) = i
ω

[f ′
N + iηfN ] . (6.37c)

对于 D†，我们有另一个恒等式

D† [f(r)] exp
[
i
∫ rK

∆
dr̃
]

=
{
f(r) exp

[
i
∫ rK

∆
dr̃
]}′

. (6.38)

接着来处理Wm̄n，我们将其分为两部分

d2W
(1)
m̄n

dr2 = r2ρ̄N M
2ur

L †
2

[
ρ3S

(
ρ̄ρ−4

)′
]

eiχ(r),

d2W
(2)
m̄n

dr2 =
∫ ∞

−∞
dτ eiωt−imφ r

2ρ̄2

ρ

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
] {

[ρ̄N Mδ(r − r(τ))] ei
∫ r K

∆ dr̃
}′
.

(6.39)

第一部分积分得

W
(1)
m̄n = i

ω

∫ ∞

r
g

(1)
M eiχ(r1)dr1 + i

ω

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1

[
g

(1)
M

′
+ iηg(1)

M

]
eiχ(r2)dr2, (6.40)

其中

g
(1)
M = r2ρ̄M

2
L †

2

[
ρ3S

(
ρ̄2ρ−4

)′
]
. (6.41)

第二部分积分得

W
(2)
m̄n = − i

ω
g

(2)
M eiχ(r) − i

ω

∫ ∞

r

[
g

(3)
M + g

(2)
M

′
+ iηg(2)

M

]
eiχ(r1)dr1

− i
ω

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1

[
g

(3)
M

′
+ iηg(3)

M

]
eiχ(r2)dr2

(6.42)
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其中

g
(2)
M = r2ρ̄2

ρ
M

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
, (6.43a)

g
(3)
M = M

{
r2ρ̄2

ρ

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]}′

. (6.43b)

合起来表示为

Wm̄n(r) = g0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
g1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
g2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.44)

其中

g0(r) = − i
ω
g

(2)
M , (6.45a)

g1(r) = − i
ω

[
−g(1)

M + g
(3)
M + g

(2)
M

′
+ iηg(2)

M

]
, (6.45b)

g2(r) = i
ω

[(
g

(1)
M − g

(3)
M

)′
+ iη

(
g

(1)
M − g

(3)
M

)]
. (6.45c)

对Wm̄m̄的处理则更简单，只需要用两次(6.38)即可，我们得到

Wm̄m̄(r) = h0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
h1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
h2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.46)

其中

h0(r) = r2ρ̄2SM2

2ρ2ur
, (6.47a)

h1(r) =
[(
r2

ρ

)′

+ (r2ρ3)′

ρ4

]
ρ̄2SM2

2ρur
, (6.47b)

h2(r) =
[

(r2ρ3)′

ρ4

]′
ρ̄2SM2

2ρur
. (6.47c)

总结一下，

Wnn(r) = f0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
f1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
f2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.48a)

Wm̄n(r) = g0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
g1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
g2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.48b)

Wm̄m̄(r) = h0(r) eiχ(r) +
∫ ∞

r
h1(r1) eiχ(r1)dr1 +

∫ ∞

r
dr1

∫ ∞

r1
h2(r2) eiχ(r2)dr2, (6.48c)

其中

f0(r) = −fNu
r

ω2N
, (6.49a)

f1(r) = − 1
ω2

[(
fNu

r

N

)′

+ iηfNu
r

N

]
, (6.49b)
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f2(r) = i
ω

[f ′
N + iηfN ] , (6.49c)

g0(r) = − i
ω
g

(2)
M , (6.49d)

g1(r) = − i
ω

[
−g(1)

M + g
(3)
M + g

(2)
M

′
+ iηg(2)

M

]
, (6.49e)

g2(r) = i
ω

[(
g

(1)
M − g

(3)
M

)′
+ iη

(
g

(1)
M − g

(3)
M

)]
, (6.49f)

h0(r) = r2ρ̄4SM2

2ρ2ur
, (6.49g)

h1(r) =
[(
r2

ρ

)′

+ (r2ρ3)′

ρ4

]
ρ̄4SM2

2ρur
, (6.49h)

h2(r) =
[

(r2ρ3)′

ρ4

]′
ρ̄4SM2

2ρur
, (6.49i)

表达式中的

fN = 1
2
r2ρρ̄2NL †

1

[
ρ−4L †

2

(
ρ3S

)]
, (6.50a)

g
(1)
M = r2ρ̄M

2
L †

2

[
ρ3S

(
ρ̄2ρ−4

)′
]
, (6.50b)

g
(2)
M = r2ρ̄3

ρ
M

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]
, (6.50c)

g
(3)
M = ρ̄M

{
r2ρ̄2

ρ

[
L †

2 S + ia (ρ− ρ̄) sin θS
]}′

. (6.50d)

通过引入新变量 ξ（定义为 dξ = ηdr∗），非齐次 Sasaki-Nakamura方程(2.219)可改写为

(
d2

dξ2 − Ulm
ξ2

)
Xlmω = Slmω

ξ2 . (6.51)

随后采用 Green函数法构造非齐次解

Xlmω(ξ) = Xup
lmω

WSN

∫ ξ

−∞
X in
lmω(ξ′)Slmω(ξ′)dξ′ + X in

lmω

WSN

∫ ∞

ξ

Xup
lmω(ξ′)Slmω(ξ′)dξ′, (6.52)

其中Wronskian行列式W 定义为

WSN = X in
lmω

dXup
lmω

dξ
−Xup

lmω

dX in
lmω

dξ
= WT. (6.53)

可以证明，它与 Teukolsky方程下的Wronskian(3.121)相等。我们关注的渐进行为 r∗ → ∞表

现为：

Xlmω(r∗ → ∞) = X
(∞)
lmωe

iωr∗ , (6.54)
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其中

X
(∞)
lmω = c0

WSN

∫ ∞

−∞

X in
lmω(r∗)Slmω(r∗)

η
dr∗

= c0

WSN

∫ ∞

−∞

X in
lmω(r∗)∆

(r2 + a2)3/2r2 exp
[
−i
∫ rK

∆
dr̃
]
W (r∗)dr∗

= c0

WSN

∫ ∞

r+

X in
lmω(r)

r2
√
r2 + a2

exp
[
−i
∫ rK

∆
dr̃
]
W (r)dr.

(6.55)

这样我们就得到 Sasaki-Nakamura 方程的完整解，从上式中我们也可以看出，Green 函数积

分中的被积函数以 ∼ O[W (r)/r3] 收敛，并且通过对 W (r) 的求解可知，其发散速度不快于

∼ O(r2)，因此 Green函数积分是收敛的，整套理论不需要进行正规化。

Annotated Bibliography: 在这一套直接求解非齐次 Sasaki-Nakamura 方程的方法已经在很多

文章中被推导，但使用它们的主要还是日本学者，如 Kojima & Nakamura 1983 [180]，Shibata

1993 [181]，Saijo 1998 [182]，以及最近的 Sago & Tanaka 2020 [183]和Watarai 2024 [184]。更

系统化的内容可以参考 Nakamura 1987的综述文章 [185]。这些工作大多关注于小黑洞 Plunge

进入超大质量黑洞过程中的引力辐射。而由于 Plunge轨道在 ISCO之内，其 ur < 0恒成立，因

此上述推导皆是有效的。但如果轨道是周期性的，即在 turning point的位置 ur = 0，则(6.49)中

的所有表达式都存在发散的风险，因为它们的分母上都有 ur。本人目前（2025年春）正在尝

试解决这一问题，拓宽 Sasaki-Nakamura形式的应用范围。

2. Kerr黑洞对引力波的散射

2.1 分波法下的引力波散射问题

b-EMRI系统中的 IB作为一个恒星级双黑洞引力波源，其自身也在辐射引力波。这束引

力波可以直接逃离超大质量黑洞的引力束缚，被无穷远处的观测者看到，其表现为被红移的

引力波信号 [65–70]。另一方面，它也可能经过超大质量黑洞散射后再传播到无穷远处，表现

为引力透镜效应 [69,73,74,186]。此处，我们并不局限于 b-EMRI系统的散射，而是研究一个

更一般性的散射过程。

如图6.2所示，假设入射引力波平行于 yz平面，与自转轴（z轴）成角度 γ。当 γ = 0时，
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图 6.2无穷远处入射的平面引力波经银心黑洞散射到地球方向示意图。

引力波沿 −z方向传播。左旋圆偏振度规微扰的渐进表达式为

hµν = h



0 0 0 0

0 cosχ cos γ sinχ − sin γ sinχ

0 cos γ sinχ − cos2 γ cosχ cos γ sin γ cosχ

0 − sin γ sinχ cos γ sin γ cosχ − sin2 γ cosχ


, (6.56)

其中

χ = ω (t+ r sin γ sin θ sinφ+ r cos γ cos θ) . (6.57)

显然当 γ = 0时，χ = ω(t+ r cos θ) = ω(t+ z)，度规扰动简化为

hµν = h



0 0 0 0

0 cosχ sinχ 0

0 sinχ − cosχ 0

0 0 0 0


, µ, ν = t, x, y, z. (6.58)

将(6.56)式从笛卡尔坐标转换到球坐标：

hα′β′ = eµα′eνβ′hµν , α′, β′ = t, r, θ, φ, (6.59)
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其中变换矩阵为

eµα′ ≡ ∂xµ

∂xα′ =



1 0 0 0

0 sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ

0 sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

0 cos θ −r sin θ 0


. (6.60)

可推导出(6.56)式各分量的表达式（此处省略对称分量）：

hrr =h
[
sin2 θ

(
cos2 φ− sin2 φ cos2 γ

)
− cos2 θ sin2 γ + sin 2θ sinφ sin γ cos γ

]
cosχ

+ h
(
sin2 θ sin 2φ cos γ − sin 2θ cosφ sin γ

)
sinχ, (6.61a)

hrθ =hr
[
cos γ sin γ sinφ cos 2θ + cos θ sin θ

(
cos2 φ+ sin2 γ − cos2 γ sin2 φ

)]
cosχ

+ hr
(1

2
cos γ sin 2θ sin 2φ− cosφ sin γ cos 2θ

)
sinχ, (6.61b)

hrφ = − hr cosφ sin θ
(
sin θ sinφ− cos γ cos θ sin γ + cos2 γ sin θ sinφ

)
cosχ

+ hr sin θ (cos γ cos 2φ sin θ + cos θ sin γ sinφ) sinχ, (6.61c)

hθθ =hr2
[
cos2 θ

(
cos2 φ− cos2 γ sin2 φ

)
− sin2 γ sin2 θ − 1

2
sin 2θ sin 2γ sinφ

]
cosχ

+ hr2
(
cosφ sin γ sin 2θ + cos γ cos2 θ sin 2φ

)
sinχ, (6.61d)

hθφ = − hr2 cosφ sin θ
(
cos γ sin γ sin θ + cos θ sinφ+ cos2 γ cos θ sinφ

)
cosχ

+ hr2 sin θ (cos γ cos θ cos 2φ− sin γ sin θ sinφ) sinχ, (6.61e)

hφφ =hr2 sin2
(
sin2 φ− cos2 γ cos2 φ

)
cosχ− hr2 cos γ sin2 θ sin 2φ sinχ. (6.61f)

通过将度规微扰投影到NP-Kinnersley标架(2.130)上，可利用微扰方程计算散射振幅和微分截

面。在所有 NP分量中，我们最关注 hmm和 hm̄m̄，其表达式为

hmm = hµνm
µmν = hθθ + 2ihθφ csc θ − hφφ csc2 θ

2(r + ia cos θ)2 , (6.62)

以及

hm̄m̄ = hµνm̄
µm̄ν = hθθ − 2ihθφ csc θ − hφφ csc2 θ

2(r − ia cos θ)2 . (6.63)

它们的渐进形式 (r → ∞)具有一般表达式

sh = hθθ
2r2 +

(
s

2

) ihθφ
r2 sin θ

− hφφ
2r2 sin2 θ

, (6.64)
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其中 s为自旋权重。定义 +2h ≡ hmm和 −2h ≡ hm̄m̄。将(6.61)式代入(6.64)式可得

sh = − 3
8
h sin2 γ sin2 θeiχ − 3

8
h sin2 γ sin2 θe−iχ

+ i
4
h(1 − cos γ) sin γ sin θ

(1
2
s− cos θ

)
ei(χ+φ)

+ i
4
h(1 − cos γ) sin γ sin θ

(1
2
s+ cos θ

)
e−i(χ+φ)

− i
4
h(1 + cos γ) sin γ sin θ

(1
2
s+ cos θ

)
ei(χ−φ)

− i
4
h(1 + cos γ) sin γ sin θ

(1
2
s− cos θ

)
e−i(χ−φ)

+ 1
16
h (1 − cos γ)2

[(
cos θ − s

2

)2
+
(

1 − s2

4

)]
ei(χ+2φ)

+ 1
16
h (1 − cos γ)2

[(
cos θ + s

2

)2
+
(

1 − s2

4

)]
e−i(χ+2φ)

+ 1
16
h (1 + cos γ)2

[(
cos θ + s

2

)2
+
(

1 − s2

4

)]
ei(χ−2φ)

+ 1
16
h (1 + cos γ)2

[(
cos θ − s

2

)2
+
(

1 − s2

4

)]
e−i(χ−2φ).

(6.65)

这里我们假设 s = ±2，因此 1 − s2/4 = 0。表达式简化为

sh = h

16

(−6 sin2 γ sin2 θ
) (

eiχ + e−iχ
)

− 4i (cos γ − 1) sin γ sin θ
[(1

2
s− cos θ

)
ei(χ+φ) +

(1
2
s+ cos θ

)
e−i(χ+φ)

]
− 4i (cos γ + 1) sin γ sin θ

[(1
2
s+ cos θ

)
ei(χ−φ) +

(1
2
s− cos θ

)
e−i(χ−φ)

]
+ (cos γ − 1)2

[(1
2
s− cos θ

)2
ei(χ+2φ) +

(1
2
s+ cos θ

)2
e−i(χ+2φ)

]

+ (cos γ + 1)2
[(1

2
s+ cos θ

)2
ei(χ−2φ) +

(1
2
s− cos θ

)2
e−i(χ−2φ)

].

(6.66)

可以看出所有径向依赖性都体现在指数项χ中，这贡献了扰动的相位。我们可以使用SWSHsS
aω
lm(θ)

和对 t、φ依赖性的 Fourier变换来展开它，其表达式为

sh =
∫ +∞

−∞
dω̃

∑
l,m

sBlm(ω̃)sSaω̃lm(θ)eimφ−iω̃t, (6.67)

其中求和式为

∑
l,m

=
∞∑
l=|s|

l∑
m=−l

=
+∞∑

m=−+∞

∞∑
l=mas{|s|,|m|}

. (6.68)

定义复合角函数

sZ
aω
lm(θ, φ) = sS

aω
lm(θ)eimφ. (6.69)
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我们有正交归一关系

⟨l′m′|lm⟩ ≡
∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ sZaω

lm(θ, φ)sZ̄aω
l′m′(θ, φ) sin θ = δll′δmm′ . (6.70)

因此，展开系数 sBlm(ω̃)可表示为

sBlm(ω̃) = 1
2π

∫
dt
∫

dΩ sh sZ̄
aω̃
l′m′(θ, φ)eiω̃t. (6.71)

将式 (6.66)代入式 (6.71)并对 t积分，我们得到

sBlm(ω̃) = h

16

{
− 6 sin2 γ

[
sI

0
1 δ(ω + ω̃) + sI

0
−1δ(ω − ω̃)

]
− 4i (cos γ − 1) sin γ

[
sI

1
1−11δ(ω + ω̃) + sI

1
−11−1δ(ω − ω̃)

]
− 4i (cos γ + 1) sin γ

[
sI

1
11−1δ(ω + ω̃) + sI

1
−1−11δ(ω − ω̃)

]
+ (cos γ − 1)2

[
sI

2
1−11δ(ω + ω̃) + sI

2
−11−1δ(ω − ω̃)

]
+ (cos γ + 1)2

[
sI

2
11−1δ(ω + ω̃) + sI

2
−1−11δ(ω − ω̃)

] }
,

(6.72)

其中积分 I 定义为

sI
0
a1 =

∫
dΩ sin2 θsS̄

aω̃
lm(θ) exp [i (a1ρ−mφ)] , (6.73a)

sI
1
a1a2a3 =

∫
dΩ sin θ

(
s

2
+ a2 cos θ

)
sS̄

aω̃
lm(θ) exp {i [a1ρ− (m− a3)φ]} , (6.73b)

sI
2
a1a2a3 =

∫
dΩ

(
s

2
+ a2 cos θ

)2
sS̄

aω̃
lm(θ) exp {i [a1ρ− (m− 2a3)φ]} , (6.73c)

其中 a1, a2, a3 = ±1且 ρ = χ − ωt = ωr(sin γ sin θ sinφ + cos γ cos θ)，因为我们已经通过对 t

积分消去了时间项：

1
2π

∫
dt exp [i(ω̃t± χ)] = δ(ω ± ω̃) e±iρ. (6.74)

利用 SWSH是实函数的性质，积分 I 的显式表达式可以通过以下通用表达式导出：

sIlm(γ) =
∫

dΩ exp {i [a1ρ− (m− a3)φ]} f(θ) sSaω̃lm(θ). (6.75)

指数项可以分离为：

exp {i [a1ρ− (m− a3)φ]} = exp [i (α sinφ− nφ)] exp (ia1ωr cos γ cos θ) , (6.76)

其中

α = a1ωr sin γ sin θ, n = m− a3 = integer. (6.77)
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注意对于 sI
2
a1a2a3，需要代入 n = m− 2a3。根据定义有：∫ 2π

0
dφ exp [i (α sinφ− nφ)] ≡ 2πJn(α). (6.78)

贝塞尔函数的渐近行为为：

Jn(α) ≈
( 2
πα

)1/2
cos

[
α−

(n+ 1
2)π

2

]
=
√

1
2πα

[
ei(α−q) + ei(−α+q)

]
, |α| → ∞, (6.79)

其中 q ≡ (n+ 1
2)π/2。因此积分的渐近行为为：

sIlm(γ) ≈
√

2π
a1ωr sin γ

∫ π

0
dθ

√
sin θ exp {i [a1ωr cos (θ − γ) − q]} f(θ) sSaω̃lm(θ)

+
√

2π
a1ωr sin γ

∫ π

0
dθ

√
sin θ exp {i [a1ωr cos (θ + γ) + q]} f(θ) sSaω̃lm(θ).

(6.80)

该近似在 γ ̸= 0, π 时成立。由于 r → +∞，我们可以使用“稳相近似（Stationary Phase Ap-

proximation）”积分技术（推导附在本节最后），即

I =
∫ b

a
dx g(x) eiλf(x) ≈

n∑
i=1

√
− 2π

i|λf ′′(xi0)|
g(xi0) eiλf(xi

0), (6.81)

当 λ → ∞且 f(x)在区间 [a, b]内有 n个驻点 xi0 (i = 1, . . . , n)满足 f ′(xi0) = 0时成立。在我

们的情况中，

sIlm(γ) ≈ 2π
a1ωr

ei(a1ωr−nπ/2)e−iπ/4
(1

i

)1/2
f(γ)sSaω̃lm(γ)

+ e−i(a1ωr−nπ/2)eiπ/4
( 1

−i

)1/2
f(π − γ)sSaω̃lm(π − γ)

.
(6.82)

在(6.81)式的推导中确定了
√

1/i和
√

−1/i的精确值为：

(
−1

i

)1/2
= eiπ/4,

(1
i

)1/2
= e−iπ/4. (6.83)

因此，

sIlm(γ) ≈ 2π
ia1ωr

[
ei(a1ωr−nπ/2)f(γ)sSaω̃lm(γ) − e−i(a1ωr−nπ/2)f(π − γ)sSaω̃lm(π − γ)

]
= 2π

ia1ωr

[
eia1ωr(−i)m(i)qa3f(γ)sSaω̃lm(γ) − e−ia1ωr(i)m(i)−qa3f(π − γ)sSaω̃lm(π − γ)

]
.

(6.84)

对于 sI
0
a1，取 f(θ) = sin2 θ, q = 0，得到

sI
0

1 = 2π
iωr

sin2 γ
[
eiωr(−i)msSaω̃lm(γ) − e−iωr(i)msSaω̃lm(π − γ)

]
, (6.85a)
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sI
0

−1 = − 2π
iωr

sin2 γ
[
e−iωr(−i)msSaω̃lm(γ) − eiωr(i)msSaω̃lm(π − γ)

]
. (6.85b)

对于 sI
1
a1a2a3，取 f(θ) = sin θ(s/2 + a2 cos θ), q = 1，得到

sI
1

1−11 =2π
ωr

sin γ
[
eiωr(−i)m

(
s

2
− cos γ

)
sS

aω̃
lm(γ) + e−iωr(i)m

(
s

2
+ cos γ

)
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.86a)

sI
1

−11−1 =2π
ωr

sin γ
[
e−iωr(−i)m

(
s

2
+ cos γ

)
sS

aω̃
lm(γ) + eiωr(i)m

(
s

2
− cos γ

)
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.86b)

sI
1

11−1 = − 2π
ωr

sin γ
[
eiωr(−i)m

(
s

2
+ cos γ

)
sS

aω̃
lm(γ) + e−iωr(i)m

(
s

2
− cos γ

)
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.86c)

sI
1

−1−11 = − 2π
ωr

sin γ
[
e−iωr(−i)m

(
s

2
− cos γ

)
sS

aω̃
lm(γ) + eiωr(i)m

(
s

2
+ cos γ

)
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
.

(6.86d)

对于 sI
2
a1a2a3，取 f(θ) = (s/2 + a2 cos θ)2, q = 2，得到

sI
2

1−11 = − 2π
iωr

[
eiωr(−i)m

(
s

2
− cos γ

)2
sS

aω̃
lm(γ) − e−iωr(i)m

(
s

2
+ cos γ

)2
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.87a)

sI
2

−11−1 = 2π
iωr

[
e−iωr(−i)m

(
s

2
+ cos γ

)2
sS

aω̃
lm(γ) − eiωr(i)m

(
s

2
− cos γ

)2
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.87b)

sI
2

11−1 = − 2π
iωr

[
eiωr(−i)m

(
s

2
+ cos γ

)2
sS

aω̃
lm(γ) − e−iωr(i)m

(
s

2
− cos γ

)2
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
,

(6.87c)

sI
2

−1−11 = 2π
iωr

[
e−iωr(−i)m

(
s

2
− cos γ

)2
sS

aω̃
lm(γ) − eiωr(i)m

(
s

2
+ cos γ

)2
sS

aω̃
lm(π − γ)

]
.

(6.87d)

将所有表达式代入(6.72)式，我们得到

sBlm(ω̃) =i(−i)mhπ(2 + s)(10 + 3s+ (s− 2) cos 2γ)
32rω

eiωr
sS

aω̃
lm(γ)δ(ω + ω̃)

+ i(i)mhπ(2 + s)(10 + 3s+ (s− 2) cos 2γ)
32rω

eiωr
sS

aω̃
lm(π − γ)δ(ω − ω̃)

+ (−i)(−i)mhπ(s− 2)(−10 + 3s+ (2 + s) cos 2γ)
32rω

e−iωr
sS

aω̃
lm(γ)δ(ω − ω̃)

+ (−i)(i)mhπ(s− 2)(−10 + 3s+ (2 + s) cos 2γ)
32rω

e−iωr
sS

aω̃
lm(π − γ)δ(ω + ω̃).

(6.88)
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再次使用 s = ±2简化表达式为

sBlm(ω̃) =ihπ
ωr

(
s

2
+ 1

)
eiωr

[
(−i)msSaω̃lm(γ)δ(ω + ω̃) + (i)msSaω̃lm(π − γ)δ(ω − ω̃)

]
+ ihπ
ωr

(
s

2
− 1

)
e−iωr

[
(−i)msSaω̃lm(γ)δ(ω − ω̃) + (i)msSaω̃lm(π − γ)δ(ω + ω̃)

]
.

(6.89)

将(6.89)式代入(6.67)式并对 ω̃积分得到

sh =ihπ
ωr

(
s

2
+ 1

)∑
l,m

[
(−i)msS−aω

lm (γ)sS−aω
lm (θ) eiω(r+t)+imφ

+ (i)msSaωlm(π − γ)sSaωlm(θ) eiω(r−t)+imφ
]

+ ihπ
ωr

(
s

2
− 1

)∑
l,m

[
(−i)msSaωlm(γ)sSaωlm(θ) e−iω(r+t)+imφ

+ (i)msS−aω
lm (π − γ)sS−aω

lm (θ) e−iω(r−t)+imφ
]
.

(6.90)

(6.90)式是使用 SWSH对(6.66)式的展开。在 Kerr背景下，由于牛顿势的 1/r渐进性质，我们

需要将指数中的 r替换为 r∗，这会给相位项引入对数修正，见(2.177)式。然而，SWSH仅追

踪了度规扰动的角度依赖性。sh的径向演化需要通过求解径向方程 Rlmω(r)来确定。

Chrzanowski 在 1975 年推导了 Teukolsky 形式下的模式展开 [121]。对于入射度规微扰，

模式展开为

hdown
µν (x, lmωP ) =

{
− lµlν

(
δ̄ + α + 3β̄ − τ̄

) (
δ̄ + 4β̄ + 3τ̄

)
− m̄µm̄ν (D − ρ̄+ 3ε̄− ε) (D + 3ρ̄+ 4ε̄)

+ l(µm̄ν)
[
(D + ρ− ρ̄+ ε+ 3ε̄)

(
δ̄ + 4β̄ + 3τ̄

)
(
δ̄ + 3β̄ − α− π − τ̄

)
(D + 3ρ̄+ 4ε̄)

]}
× −2R

down
lmω (r) 2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ

+ P
{

− lµlν (δ + ᾱ + 3β − τ) (δ + 4β + 3τ)

−mµmν (D − ρ̄+ 3ε− ε̄) (D + 3ρ+ 4ε)

+ l(µmν)
[
(D + ρ̄− ρ+ ε̄+ 3ε) (δ + 4β + 3τ)

+ (δ + 3β − ᾱ− π̄ − τ) (D + 3ρ+ 4ε)
]}

× −2R
down
lmω (r) −2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ (−1)l+2m ,

(6.91)

满足入射规范条件 hµνl
v = h µ

µ = 0。这里 x = t, r, θ, φ，P = ±1表示模式的宇称。而出射模
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式为

hup
µν(x, lmωP ) =ρ̄−4

{
− nµnν (δ − 3ᾱ− β + 5π̄) (δ − 4ᾱ + π̄)

−mµmν (∆ + 5µ̄− 3γ̄ + γ) (∆ + µ̄− 4γ̄)

+ n(µmν)
[
(δ + 5π̄ + β − 3ᾱ + τ) (∆ + µ̄− 4γ̄)

+ (∆ + 5µ̄− µ− 3γ̄ − γ) (δ − 4ᾱ + π̄)
]}

× 2R
up
lmω(r) −2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ

+ Pρ−4
{

− nµnν
(
δ̄ − 3α− β̄ + 5π

) (
δ̄ − 4α + π

)
− m̄µm̄ν (∆ + 5µ− 3γ + γ̄) (∆ + µ− 4γ)

n(µmν)
[ (

δ̄ + 5π + β̄ − 3α + τ̄
)

(∆ + µ− 4γ)

+ (∆ + 5µ− µ̄− 3γ − γ̄)
(
δ̄ − 4α + π

) ]}
× 2R

up
lmω(r) 2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ (−1)l+2m ,

(6.92)

满足出射规范条件hµνn
ν = h µ

µ = 0。上面所有用到的算符和自旋系数都定义在(2.76)和(2.144)式。

因此，我们可以推导出这些模式在 NP标架上的投影表达式，使用 hmm = hµνm
µmν 和 hm̄m̄ =

hµνm̄
µm̄ν。根据(6.91)、(6.92)式以及正交归一关系−lµnµ = mµm̄µ = 1，可以看出 hdown

µν mµmν

唯一非零项是与 m̄µm̄ν 的乘积。结果为

hdown
mm = − (D − ρ̄+ 3ε̄− ε) (D + 3ρ̄+ 4ε̄) −2R

down
lmω (r) 2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ

= − d2R(r)
dr2 S(θ)e−iωt+imφ − C1

dR(r)
dr

S(θ)e−iωt−imφ − C2R(r)S(θ)e−iωt−imφ,
(6.93)

其中 R(r) = −2R
down
lmω (r)，S(θ) = 2S

aω
lm(θ)，系数为

C1 =2 (a cos θ (a2ω − am+ r2ω) + a2(−1 − irω) + iamr + r(2M + r(−1 − irω)))
(a2 + r(r − 2M)) (r + ia cos θ)

,

C2 =
[
a4ω(−rω + 2i) + 2a3m(rω − i) − a2r

(
m2 + 6iMω + 2rω(rω − 2i)

)
− ia cos θ

(
a4ω2 − 2a3mω + a2

(
m2 + 2ω

(
r2ω + iM

))
− 2iam(M + r(−1 − irω)) + r2ω

(
r2ω − 2iM

) )
+ 2amr(3iM + r(rω − 2i))

− r3ω(2iM + r(rω − 2i))
]/(

a2 + r(r − 2M)
)2

(r + ia cos θ).

(6.94)

取极限 r → ∞，我们得到

hdown
mm (x, lmωP ) =

[
ω2R(r) + 2iωdR(r)

dr
− d2R(r)

dr2

]
S(θ) e−iωt+imφ. (6.95)

从齐次解的渐进行为(2.195)中，我们可以清楚地看到，选择“down”和“up”基的原因在

于：“down”解在无穷远处是纯入射波，而“up”解在无穷远处是纯出射波。我们的边界条件
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要求在无穷远处是纯入射平面波。因此，这种模式展开可以方便地将入射平面波展开为入射

球面波，从而边界条件可以完全由“down”解描述。

回到(6.95)式，我们有：

sR
down
lmω (r) = sR

down,trans
lmω

1
r

e−iωr∗ r → ∞

dsRdown
lmω (r)
dr

= −sR
down,trans
lmω

1 + iωr
r2 e−iωr∗ = sR

down,trans
lmω

−iω
r

e−iωr∗ r → ∞

d2
sR

down
lmω (r)
dr2 = −sR

down,trans
lmω

2 + ω2r2

r3 e−iωr∗ = sR
down,trans
lmω

−ω2

r
e−iωr∗ r → ∞

(6.96)

这里我们使用了

dr∗

dr
= r2 + a2

∆
= 1 r → ∞. (6.97)

于是得到

hdown
mm (x, lmωP ) = −2R

down,trans
lmω

4ω2

r
2S

aω
lm(θ) e−iω(t+r∗)+imφ r → ∞. (6.98)

通过相同步骤，我们得到

hdown
mm (x, lmωP ) = −2R

down,trans
lmω

4ω2

r
2S

aω
lm(θ) e−iω(t+r∗)+imφ r → ∞,

(6.99a)

hdown
m̄m̄ (x, lmωP ) = P (−1)l+2m

−2R
down,trans
lmω

4ω2

r
−2S

aω
lm(θ) e−iω(t+r∗)+imφ r → ∞,

(6.99b)

hup
mm(x, lmωP ) = P (−1)l+2m

2R
up,trans
lmω

ω2

r
2S

aω
lm(θ) e−iω(t−r∗)+imφ r → ∞,

(6.99c)

hup
m̄m̄(x, lmωP ) = 2R

up,trans
lmω

ω2

r
−2S

aω
lm(θ) e−iω(t−r∗)+imφ r → ∞.

(6.99d)

sh也可以用这些模式展开。我们可以写出

2h =hmm =
∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

[
2K

down
lmω̃Ph

down
mm (x, lmω̃P ) + 2K

up
lmω̃Ph

up
mm(x, lmω̃P )

]
, (6.100a)

−2h =hm̄m̄ =
∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

[
−2K

down
lmω̃Ph

down
m̄m̄ (x, lmω̃P ) + −2K

up
lmω̃Ph

up
m̄m̄(x, lmω̃P )

]
. (6.100b)
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从(6.90)式，令 s = 2得到

hmm =2ihπ
ωr

∑
l,m

[
(−i)m2S

−aω
lm (γ)2S

−aω
lm (θ) eiω(t+r∗)+imφ

+ (i)m2S
aω
lm(π − γ)2S

aω
lm(θ) e−iω(t−r∗)+imφ

]
=
∫

dω̃
∑
lmP

2K
down
lmω̃P−2R

down,trans
lmω̃

4ω̃2

r
2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃(t+r∗)+imφ

+
∫

dω̃
∑
lmP

2K
up
lmω̃PP (−1)l+2m

2R
up,trans
lmω̃

ω̃2

r
2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃(t−r∗)+imφ.

(6.101)

通过匹配系数，得到

2ihπ
ω

(−i)m 2S
−aω
lm (γ) =

∑
P

4ω̃2
2K

down
lmω̃P−2R

down,trans
lmω̃ δ (ω + ω̃)

= 8ω̃2
2K

down
lmω̃ −2R

down,trans
lmω̃ δ (ω + ω̃) .

(6.102)

因此

2K
down
lmω̃ = 2K

down
lmω̃P = ihπ

4ωω̃2−2R
down,trans
lmω̃

(−i)m 2S
aω̃
lm(γ)δ (ω + ω̃) . (6.103)

我们还有

2ihπ
ω

(i)m 2S
aω
lm (π − γ) =

∑
P

P (−1)l+2mω̃2
2K

up
lmω̃P 2R

up,trans
lmω̃ δ (ω − ω̃) . (6.104)

因此得到

2K
up
lmω̃P = ihπ

ωω̃22R
up,trans
lmω̃

P (−1)l (i)m 2S
aω̃
lm (π − γ) δ (ω − ω̃) (6.105)

当取 s = −2时，我们有

hm̄m̄ = − 2ihπ
ωr

∑
l,m

[
(−i)m−2S

aω
lm(γ)−2S

aω
lm(θ) e−iω(t+r∗)+imφ

+ (i)m−2S
−aω
lm (π − γ)−2S

−aω
lm (θ) eiω(t−r∗)+imφ

]
=
∫

dω̃
∑
lmP

−2K
down
lmω̃PP (−1)l+2m

−2R
down,trans
lmω̃

4ω̃2

r
−2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃(t+r∗)+imφ

+
∫

dω̃
∑
lmP

−2K
up
lmω̃P 2R

up,trans
lmω̃

ω̃2

r
−2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃(t−r∗)+imφ.

(6.106)

通过匹配系数，得到

− 2ihπ
ω

(−i)m −2S
aω
lm(γ) =

∑
P

−2K
down
lmω̃P4ω̃2P (−1)l+2m

−2R
down,trans
lmω̃ δ (ω − ω̃) ,

− 2ihπ
ω

(i)m −2S
−aω
lm (π − γ) =

∑
P

−2K
up
lmω̃P ω̃

2
2R

up,trans
lmω̃ δ (ω + ω̃) .

(6.107)
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因此

−2K
down
lmω̃P = − ihπ

4ωω̃2−2R
down,trans
lmω̃

P (−1)l (−i)m −2S
aω̃
lm(γ)δ (ω − ω̃) ,

−2K
up
lmω̃ = −2K

up
lmω̃P = − ihπ

ωω̃22R
up,trans
lmω̃

(i)m −2S
aω̃
lm(π − γ)δ (ω + ω̃) .

(6.108)

我们还可以定义

Kdown
lmω̃P =2K

down
lmω̃ + −2K

down
lmω̃P

= ihπ
4ωω̃2−2R

down,trans
lmω̃

[
(−i)m 2S

aω̃
lm(γ)δ (ω + ω̃)

− P (−1)l (−i)m −2S
aω̃
lm(γ)δ (ω − ω̃)

]
,

(6.109)

以及

Kup
lmω̃P =2K

up
lmω̃P + −2K

up
lmω̃

= ihπ
ωω̃22R

up,trans
lmω̃

−2

[
P (−1)l (i)m 2S

aω̃
lm (π − γ) δ (ω − ω̃)

− (i)m −2S
aω̃
lm(π − γ)δ (ω + ω̃)

]
.

(6.110)

不难验证

K̄down
lmω̃P = PKdown

l−m−ω̃P (−1)l+m+s , K̄up
lmω̃P = PKup

l−m−ω̃P (−1)l+m+s , (6.111)

以及更重要的关系

4−2R
down,trans
lmω̃ Kdown

lmω̃P = (−1)l+1
2R

up,trans
lmω̃ Kup

lmω̃P . (6.112)

我们可以写出

hdown
µν =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kdown
lmω̃Ph

down
µν (lmω̃P ), (6.113)

以及

hup
µν =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kup
lmω̃Ph

up
µν(lmω̃P ). (6.114)

我们可以容易验证，在渐进条件下有

hdown
mm =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kdown
lmω̃Ph

down
mm (lmω̃P ) =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

2K
down
lmω̃Ph

down
mm (lmω̃P ),

hdown
m̄m̄ =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kdown
lmω̃Ph

down
m̄m̄ (lmω̃P ) =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

−2K
down
lmω̃Ph

down
m̄m̄ (lmω̃P ),

hup
mm =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kup
lmω̃Ph

up
mm(lmω̃P ) =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

2K
up
lmω̃Ph

up
mm(lmω̃P ),

hup
m̄m̄ =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kup
lmω̃Ph

up
m̄m̄(lmω̃P ) =

∫ ∞

−∞
dω̃

∑
lmP

−2K
up
lmω̃Ph

up
m̄m̄(lmω̃P ).

(6.115)
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然而，这些表达式仅在空间无限远 r → ∞ (r∗ → ∞)处成立。一般情况下，hdown和 hup不能

直接相加，因为它们不是在同一规范条件下写出的。我们需要一些规范不变的量。此外，为

了研究平面引力波通过 Kerr黑洞时的行为，我们需要在所有半径处都有效的量。这些量就是

Wely标量 ψ0和 ψ4，它们也在 Chrzanowski 1975年的工作中给出

−2ψ0 = (δ − π̄ − 3β − ᾱ) (δ + π̄ − 2β − 2ᾱ)hll + (D − ρ̄− 3ε+ ε̄) (D − ρ̄− 2ε+ 2ε̄)hmm

− [(D − ρ̄− 3ε+ ε̄) (δ + 2π̄ − 2β) + (δ + π̄ − 3β − ᾱ) (D − 2ρ̄− 2ε)]h(lm),

(6.116)

以及

−2ψ4 =
(
δ̄ − τ̄ + 3α + β̄

) (
δ̄ − τ̄ + 2α + 2β̄

)
hnn + (∆ + µ̄+ 3γ − γ̄) (∆ + µ̄+ 2γ − 2γ̄)hm̄m̄

−
[
(∆ + µ̄+ 3γ − γ̄)

(
δ̄ − 2τ̄ + 2α

)
+
(
δ̄ − τ̄ + 3α + β̄

)
(∆ + 2µ̄+ 2γ)

]
h(nm̄).

(6.117)

利用(6.91)和(6.92)式，我们可以计算 ψdown
4

−2ψdown
4 (lmωP ) = −

(
δ̄ − τ̄ + 3α + β̄

) (
δ̄ − τ̄ + 2α + 2β̄

) (
δ̄ + α + 3β̄ − τ̄

) (
δ̄ + 4β̄ + 3τ̄

)
× −2R

down
lmω (r) 2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ

− P
{(

δ̄ − τ̄ + 3α + β̄
) (

δ̄ − τ̄ + 2α + 2β̄
)

(δ + ᾱ + 3β − τ) (δ + 4β + 3τ)

+ (∆ + µ̄+ 3γ − γ̄) (∆ + µ̄+ 2γ − 2γ̄) (D − ρ̄+ 3ε− ε̄) (D + 3ρ+ 4ε)

+
[
(∆ + µ̄+ 3γ − γ̄)

(
δ̄ − 2τ̄ + 2α

)
+
(
δ̄ − τ̄ + 3α + β̄

)
(∆ + 2µ̄+ 2γ)

]
× [(D + ρ̄− ρ+ ε̄+ 3ε) (δ + 4β + 3τ) + (δ + 3β − ᾱ− π̄ − τ) (D + 3ρ+ 4ε)]

}
× −2R

down
lmω (r) −2S

aω
lm(θ) e−iωt+imφ (−1)l+2m .

(6.118)

展开式中包含大量项，涉及对 r和 θ的四阶导数。简化这些表达式需要一定的工作量。对于

ψup
4 、ψdown

0 和 ψup
0 ，计算过程类似。最终我们得到

−8ψdown
0 =

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

Kdown
lmω̃P 2R

down
lmω̃ (r)2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃t+imφ, (6.119a)

−8ρ−4ψdown
4 =

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

(Re C + 12iMω̃P )Kdown
lmω̃P−2R

down
lmω̃ (r)−2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃t+imφ,

(6.119b)

−8ψup
0 =

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

(Re C − 12iMω̃P )Kup
lmω̃P 2R

up
lmω̃(r)2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃t+imφ, (6.119c)

−8ρ−4ψup
4 =

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

|C|2Kup
lmω̃P−2R

up
lmω̃(r)−2S

aω̃
lm(θ) e−iω̃t+imφ, (6.119d)
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其中 Teukolsky-Starobinsky常数 |C|2、ImC和ReC都定义在(3.242)、(3.243)和(3.244)式。Weyl

标量 ψ4 = ψup
4 + ψdown

4 是规范不变的。取极限 r → ∞并使用(2.195)、(6.109)、(6.110)式，我

们得到

ψ4 = − 1
8

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

|C|2Kup
lmω̃P−2R

up,trans
lmω̃

e−iω̃(t−r∗)

r

+ (Re C + 12iMω̃P )Kdown
lmω̃P−2R

down,trans
lmω̃

e−iω̃(t+r∗)

r5

−2S
aω̃
lm(θ) e+imφ

= − 1
8

∫ +∞

−∞
dω̃

∑
lmP

 |C|2

ω̃2 K
up
lmω̃P (plain + scatter) e−iω̃(t−r∗)

r

+ Re C + 12iMω̃P

4ω̃2 Kdown
lmω̃P (plain) −2

e−iω̃(t+r∗)

r5

−2S
aω̃
lm(θ) e+imφ.

(6.120)

新的振幅为

Kdown
lmω̃P (p) = ihπ

ω

[
(−i)m 2S

aω̃
lm(γ)δ (ω + ω̃) − P (−1)l (−i)m −2S

aω̃
lm(γ)δ (ω − ω̃)

]
,

Kup
lmω̃P (p + s) = ihπ

ω
−2R

up,trans
lmω̃

2R
up,trans
lmω̃

[
P (−1)l (i)m 2S

aω̃
lm (π − γ) δ (ω − ω̃)

− (i)m −2S
aω̃
lm(π − γ)δ (ω + ω̃)

]
.

(6.121)

这里“p”表示平面波，“p+s”表示平面波加散射波。利用(6.112)式，我们发现

Kup
lmω̃P (p) = 4 (−1)l+1 −2R

down,trans
lmω̃

2R
up,trnas
lmω̃

Kdown
lmω̃P (p). (6.122)

于是散射振幅为

Kup
lmω̃P (s) =Kup

lmω̃P (p + s) −Kup
lmω̃P (p)

=ihπ
ω

−2R
up,trans
lmω̃ − 4−2R

down,trans
lmω̃

2R
up,trans
lmω̃

×
[
P (−1)l (i)m 2S

aω̃
lm (π − γ) δ (ω − ω̃) − (i)m −2S

aω̃
lm(π − γ)δ (ω + ω̃)

]
.

(6.123)

2.2 稳相近似法

考虑如下定义的积分：

I =
∫ b

a
g(x) eiλf(x)dx, (6.124)

其中 λ → ∞。可以看到相位项 eiλf(x) 在积分区间 x ∈ [a, b]内振荡非常剧烈。假设存在一个

驻点 x0 ∈ [a, b]满足 f ′(x0) = 0，我们可以在 x = x0附近展开 f(x)

f(x) = f(x0) + 1
2
f ′′(x0)(x− x0)2 + O

(
(x− x0)3

)
. (6.125)
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因此，积分可表示为

I =
∫ b

a
g(x) eiλ[f(x0)+ 1

2f
′′(x0)(x−x0)2+O((x−x0)3)]dx

=
∫ b

a
g(x) eiλ[f(x0)+O((x−x0)3)] e

i
2λf

′′(x0)(x−x0)2dx

=
∫ b

a
u(x) e−α(x−x0)2dx

= 1√
α

∫
C
u

(
y√
α

+ x0

)
e−y2dy,

(6.126)

其中定义

u(x) = g(x) eiλ[f(x0)+O((x−x0)3)], α = − i
2
λf ′′(x0), y =

√
α(x− x0). (6.127)

图 6.3稳相近似积分的留数位置与积分路径。

由于 λ → ∞，
√
α 是一个复无穷大数。因此 y 的积分路径是复平面上的一条无限直线。

如果我们选择负实轴作为单值分支，
√
α的位置如图6.3中的左图。具体来说

1. 当 λf ′′(x0) < 0时，积分路径如图6.3中间图所示；

2. 当 λf ′′(x0) > 0时，积分路径如图6.3右图所示。

这样的积分也可以通过Wick旋转从复平面转到实轴来计算。此外，我们需要处理函数 u(x)，

其中 O ((x− x0)3)项引入了 O(λ−1/2)量级的修正项，可以忽略不计。我们从高斯积分出发

Z(J) =
∫ +∞

−∞
exp

[
−α

(1
2
x2 + Jx

)]
dx. (6.128)

容易推导出

(−1)n

αn
dn

dJn
Z(J) =

∫ +∞

−∞
xn exp

[
−α

(1
2
x2 + Jx

)]
dx. (6.129)
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因此，我们可以在 x0附近将 u(x)展开为级数

u(x) =u(x0) + u′(x0)(x− x0) + O
(
(x− x0)2

)
=g(x0) eiλf(x0) + g′(x0) eiλf(x0)(x− x0) + O

(
(x− x0)2

)
.

(6.130)

第二等式基于 f ′(x0) = 0的条件。从(6.127)式可以看出：

u′(x) = g′(x) eiλ[f(x0)+O((x−x0)3)] + iλ
3!
g(x)f ′′′(x0)eiλ[f(x0)+O((x−x0)3)](x−x0)2 +O

(
(x− x0)3

)
.

(6.131)

如果 f ′(x0) ̸= 0，第一项 O
(
(x− x0)0

)
将包含与 f ′(x0)相关的额外项。利用(6.129)式，我们

推导出(6.71)式的最终结果

I = 1√
α

∫
C

[
u(x0) + u′(x0)

y√
α

+ O
(
y2

α

)]
e−y2dy

=
√
π

α
u(x0) + O

(
α−1

)
=
√

− 2π
iλf ′′(x0)

g(x0) eiλf(x0)
[
1 + O

(
λ−1/2

)]
=
√

2π
|λf ′′(x0)|

g(x0) eiλf(x0)+sign[λf ′′(x0)]iπ/4 + O(λ).

(6.132)

最后一个等式考虑了积分路径的选择。我们看到当 λf ′′(x0) > 0时，
√
α位于第四象限，而当

λf ′′(x0) < 0时位于第一象限。因此(6.132)式的第二行 I =
√
π/α · u(x0)表明

1. 当 λf ′′(x0) > 0时，I 在第一象限；

2. 当 λf ′′(x0) < 0时，I 在第四象限。

这也意味着
(

−1
i

)1/2
= eiπ/4,

(1
i

)1/2
= e−iπ/4. (6.133)

如果在区间 x ∈ [a, b]内有 n > 1个驻点，我们可以将 [a, b]划分为 n个子区间，每个子区间

只包含一个驻点，最终结果就是(6.81)式。

Annotated Bibliography:上述推导大多是在阅读 Futterman，Handler与Matzner于 1988年出

版的著作“Scattering from black holes”[187]时所做的笔记。自黑洞微扰论诞生以来，这个领域

也在不断发展，早期的工作中，人们大多以解析的方法，仿照量子理论中处理散射问题的分波

法进行计算。最早的工作可以追溯到 Vishveshwara 1970 [188]中对 Schwarzschild黑洞散射引

力波的计算。在 Teukolsky方程诞生之后，很多人研究了Kerr黑洞对引力波的放大效应，如之
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前提到的 [152]，这一现象被人们称作“超散射”（Supperradiant Scattering），详见Brito，Cardoso

和 Pani的综述 [189]。在 1975-1978年间，Matzner等人对黑洞的散射问题做了很多深入的研

究 [121,190,191]。在沉寂了一段时间后，直至 2000年前后 Anderson，Dolan等人运用之前 20

年间发展出的求解 Teukolsky方程的数值方法，如求解 SWSH的连分数法 [115–117]，和求解

径向方程的MST方法 [123,164–166]，重新回顾了引力波散射这一问题 [192–196]。在引力波被

探测到之后，人们对散射的研究更多地集中在通过引力波的观测结合散射理论来帮助我们理

解引力理论，如研究QNM [197]，以及引力波偏振模式带来的引力自旋霍尔效应（gravitational

spin Hall effect [198]）[199, 200]。本人亦对散射问题十分感兴趣，因此在 2024年秋季学期选

修量子场论（QFT）和 2025年春季学期旁听量子规范场论（QGFT）期间同时自学一些与引

力波散射相关的内容，以助于今后在相关领域开展研究工作。
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第七章 总结

1. 全文总结

本文以 b-EMRI波形计算为引，介绍了诸多前置知识与后续拓展。

在第一章中，我们介绍了引力波领域的现状。前人百年的努力造就了现在引力波天文学

的欣欣向荣，蓬勃发展。然而，随着越来越多观测结果的出现，各种各样的问题也随之产生，

如前面提到的黑洞质量问题：由引力波参数反演得到的双黑洞质量普遍高于原先 X射线双星

中发现的典型黑洞质量。这些新的结果进一步推动着理论的发展，促使我们重新思考恒星的

形成与演化，黑洞的形成，甚至于宇宙的诞生等宏大的问题，本文所研究的 b-EMRI模型也

是在这个背景诞生的。于是一切后续的追问都变得十分自然：b-EMRI系统有什么特征，怎样

用它来解释现在遇到的理论难题？b-EMRI的形成渠道是怎样的？b-EMRI这样一个相对论性

三体系统有哪些奇特的动力学特征？以及本文重点探讨的：b-EMRI的引力波波形是怎样的？

为了计算 b-EMRI系统的波形，我们需要先学习 EMRI波形的计算方法，在此基础上加

以改进。而 EMRI波形计算的理论基础是黑洞微扰论，这便是我们研究 b-EMRI波形的起点。

并且，2021年 Cardoso等人的工作启示我们 [75]，b-EMRI的波形中可能并不只有 EMRI的成

分，还存在双黑洞对超大质量黑洞 QNM的共振激发。黑洞的 QNM同样是黑洞微扰论的重

要结果之一，并且在恒星级双黑洞并和波形的 ringdown阶段得到了充分的验证。这促使我们

不得不更加重视黑洞微扰论这一将两种引力波源联系在一起的理论，深入探究其内在联系存

在的原因。

于是，在第二章中，我们回顾了黑洞微扰论的主要进展，包括我们最关心的 Teukolsky

方程和黑洞的 QNM 理论。本章的行文顺序大致按照历史发展的顺序，始于 1957 年 Regge-

Wheeler的奠基之作，接着介绍 1962年 Newman-Penrose引入的类空标价表述。在 NP标架这

一工具的加持下，Teukolsky等人在 1970-1972年间将陆续导出了 Schwarzschild和 Kerr时空

中不同自旋场的微扰方程。然而，Schwarzschild时空中的 Bardeen-Press-Teukolsky方程似乎

与 Regge-Wheeler-Zerilli方程有很大不同，这促使 Chandrasekhar和 Detweiler研究了两者之间

的变换，以及 Sasaki和 Nakamura将这一变换推广到 Kerr时空。在上述理论的基础上，对黑

洞 QNM的讨论也变得自然而然。前人的努力填补了黑洞微扰论的一个又一个空缺，也为其

后续的应用、拓展奠定了基础。
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随后的第三章中，我们回顾了 EMRI波形计算的基本流程。事实上，第一个 EMRI波形

计算的工作可以追溯到著名的 Peters & Mathews 1963 [201, 202]。人们对科学问题的探索往

往是始于最简单的假设，然后逐渐增加系统的复杂度，从 1963年的 Keplerian轨道到第三章

第1节介绍的 Kerr时空任意类时测地线解析解，其间 40年的发展历程并没有在本文中涉及，

却反映了科学发展的基本规律。如今的 EMRI波形计算要解决的问题已经上升到了另一个层

面：即精确追踪轨道随引力辐射的演化。为了解决这一难题，以 1997年的MiSaTaQuWa公式

为引 [139,140]，人们发展出了 GSF理论，双时标展开，adiabatic近似等诸多方法。这一看似

简单的相对论性二体问题，背后蕴含着的是：广义相对论非线性的本质。近 20年的中，数值

相对论领域的重大突破 [203]，二阶 GSF [204–207]，EMRI的 post-adiabatic演化 [48,208]，以

及对 Quadratic QNM的计算 [209–211]都反映着人们想要理解非线性的决心。

在对黑洞微扰论和 EMRI波形有了深刻理解之后，我们在第四章中进入 b-EMRI波形的

计算。与此前唯一的工作 [75] 与同期进行的平行工作 [76] 相比，我们同样选择了内外轨道

均为圆轨道的设定，但考虑了更加复杂的相对论性坐标变换和动力学效应。对 EMRI波形的

理解告诉我们，数据处理中最重要的应当是追踪轨道的演化，因此我们不仅计算了 waveform

snapshot还计算 adiabatic近似下的演化波形。在第五章中，我们展示了 b-EMRI波形计算的结

果和讨论。恒星级双黑洞对超大质量黑洞 QNM的激发效应，这不仅证实了 Cardoso 2021 [75]

中的结论，也增强我们在空间引力波探测中寻找 b-EMRI的信心。但是，正如之前多次强调

的，QNM的激发是否会影响双黑洞内轨道运动，我们尚未可知。事实上，发出这样的问题并

非坏事，这说明我们仍未完全了解 b-EMRI的方方面面，其中仍有值得探索的问题。

在最后的第六章中，我们介绍了两个后续的研究方向：1）Teukolsky方程远场源发散问

题的正规化及 Sasaki-Nakamura形式的应用拓展；2）Kerr黑洞对引力波的散射。这两个方向

是 b-EMRI问题的自然拓展，也是伴随着黑洞微扰论发展的而存在的难题。通过对它们的研

究，我们不仅能更加深入地理解 b-EMRI系统这一多波段引力波源的辐射机制，也能对黑洞

微扰论本身产生更加深刻理解，为未来的观测做出有意义的预测。

2. 本文的定位

本文的既是一篇本科毕业论文，也是本人自 2023年 2月进组以来所学所思所作的整合。

得益于本人学习和阅读文章时使用 LATEX做笔记的习惯，毕业论文的创作大多是对之前笔记

和组会讲稿的整理。在整理的过程中，回顾从前两年多时间里的笔记，也不禁惊叹于自己已

经掌握了如此多的知识。正所谓“温故而知新”，在阅读这些笔记时，我对大多数内容都有了

全新的理解，但对部分不常接触的内容仍感到些许陌生。因此，结合论文创作时的体会，我
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对本文有如下两点定位：

1. 作为本科毕业论文：其中第一、四、五章为本人以第一作者身份在 Physical Review D

上发表的文章“Relativistic model of binary extreme-mass-ratio inspiral systems and their

gravitational radiation”[155]的中译版本，满足本科毕业论文原创性和篇幅的要求（注：

本人并未参与“北京大学本科生科研”立项，该工作属于“毕业设计”的范畴）；

2. 作为黑洞微扰论与 EMRI波形建模这一领域的第一篇中文综述：第二、三两章为本人学

习黑洞微扰论和 EMRI 波形计算时的笔记整理，其创作的初衷是为了便于在未来需要

时随时查阅。在本人刚刚接触 EMRI波形计算时，“自我探索式”的学习顺序是：NP标

架→Teuolsky方程→Teukolsky方程的解法→EMRI波形快照的数值实现（学习 Black

Hole Perturbation Toolkit上的 Mathematica代码）。显然，这样的顺序并不利于对黑洞

微扰论整体的理解，因此在那之后的一年时间里，本人才通过后续不断的学习，构建出

了现在第二、三章中展示的较为完整的理论框架。所以，本文的第二个定位是一篇对初

学者较为友好的黑洞微扰论和 EMRI波形的综述文章，旨在为这个领域的新人建立一个

清晰且完整的图像。
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